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0 Introducere

Lucrarea se adreseaza tuturor celor care doresc sa aprofundeze logica
matematicd, indeosebi logica de ordinul I, indiferent de natura interesului lor in
studiul acestei logici. Lucrarea nu asumé prerechizite matematice mai complicate
decat cele reprezentate de matematica de liceu iar tehnicile matematice superioare
folosite, atat cele din teoria multimilor cat si cele algebrice, sunt introduse intuitiv,
pe baza unor exemple, iar ulterior sunt definite in deplind rigoare formala. in
scopul transparent de a descrie si analiza unele sisteme logice, lucrarea isi propune,
pe de-o parte, sa formeze si dezvolte intuitia in domeniul structurilor matematice
presupuse de semantica logicii de ordinul I, cu o atentie deosebitd asupra
intelegerii pasilor demonstratiilor unor teoreme semnificative si, pe de alta parte, sa
prezinte instrumentele matematice folosite in studiul logicii cat se poate de clar si
riguros. Lucrarea este compusid din patru mari capitole. In primul capitol vom
descrie structura alegbrica a limbajelor formale, pe care se va fundamenta aplicarea
unor tehnici matematice folosite copios atat in calculul propozitional cat si in
logica de ordinul I (LOI)' In capitolul al doilea vom introduce un sistem axiomatic
al calcului propozitional §i vom demonstra completitudinea sistemului axiomatic al
calculului propozitional prin doud metode: una efectiva, datoratd lui Laszlo
Kalmar® si una neefectiva, a cirei folosire si importantd in dezvoltarile ulterioare
ale logicii este greu de subestimat, metodd datorati lui Leon Henkin’. De
asemenea, rezultatele obtinute in calculul propozitional vor fi folosite pentru
stabilirea unor teoreme fundamentale de caracterizare a logicii de ordinul intai,
astfel Incat demonstrarea lor riguroasa in capitolul al doilea ne va scuti de
incdrcarea excesivd cu demonstratii a teoremelor din capitolul al treilea si al

patrulea. Capitolul al treilea prezinta, de asemenea, un sistem axiomatic al logicii

! Vom prescurta ‘logica de ordinul I’ prin LOIL.

? Laszlo Kalmar [1935], “Uber die Axiornatisierbarkeit des Aussagenkalkiils’, Acta Scientiarum Mathe-
maticarum 7, pp. 222 — 243.

3 Leon Henkin [1949a], ‘“The completeness of the first-order functional calculus’ in The Journal of
Symbolic Logic 14, pp. 159 — 166.
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de ordinul I iar nucleul acestui capitol 1l constituie prezentarea riguroasa a teoremei
de completitudine. Capitolul al patrulea prezintd conceptele fundamentale ale
teoriei modelelor si a citorva rezultate de baza, iar in acest context sunt discutate
principalele rezultate metateoretice de caracterizare a logicii de ordinul I. Dupa
cum s-a putut observa din descrierea capitolului al doilea si al treilea, interesul
lucrarii este de a prezenta Intr-un mod riguros si detaliat matematic dar
comprehensiv cele mai semnificative proprietdti metateoretice ale acestor sisteme.
Din acest motiv am optat pentru o abordare axiomatica atat a logicii propozitiilor
cat si a logicii de ordinul I. Aceastd optiune are citeva minusuri importante. In
primul rand, orice sistem axiomatic presupune o modalitate neintuitiva de derivare
a teoremelor sau enunturilor ce decurg dintr-o multime de asumptii. In al doilea
rand, abordarea axiomaticd ne determina sa optam pentru un alfabet si un limbaj
cat mai simplu, ceea ce face ca anumite argumente cu un substrat intuitiv puternic
sd fie reconstruite Intr-un mod artificial, in termenii stipulati in limbajul axiomatic.
Un sistem de deductie naturald este mult mai indicat, daca scopul este prezentarea
unui sistem bogat in conectori, definifi intuitiv, in care latura formald a
demonstratiilor si deductiilor este mult mai intuitivd. Un sistem de tablouri
semantice reprezintd, de asemenea, o alegere adecvata in scopul unei prezentarii
cat mai intuitive a sistemelor logice. Dar (si acum subliniem principalul avantaj al
optiunii pentru abordarea axiomatica), daca scopul urmadrit este prezentarea unor

rezultate metateoretice fundamentale, atunci abordarea axiomatica este de preferat.



1 Structura algebrica a limbajelor formale

ALFABETE, SEMIGRUPURI LIBER GENERATE SI FACTORIZARI
UNICE

Alfabete si cuvinte

Precizarea unui alfabet ¥ constd in specificarea unei multimi oarecare nevide
de elemente, numite litere sau simboluri. Singura restrictie pe care o aplicam
alfabetelor este ca nici un element al alfabetului sa nu poata fi obtinut din celelalte
elemente. Se observa ca asupra cardinalului mul{imii de litere nu s-a impus nici o
restrictie, cu alte cuvinte, multimea X a literelor alfabetului poate fi finita, infinit
numirabili sau chiar infinit nenumarabil'. Desi orice tip de simboluri pot constitui
alfabetul unui limbaj, in practica alfabetele alese denota teoria analizatd. De pilda,
pentru a formula aritmetica Peano in limbajul logicii de ordinul I* vom folosi un
alfabet’ T care contine (pe langi simbolurile alfabetului limbajului logicii de
ordinul I)* urmatoarele simboluri = = {0, S, +, X, <}. Pentru teoria grupurilor,
formulatd in limbajul logicii de ordinul I, vom avea un alfabet constituit din
urmatoarele simboluri £ = {e, °}. Peste un alfabet oarecare £ putem forma stringuri

sau siruri finite de simboluri din alfabetul =, numite cuvinte si simbolizate cu w’.

Un cuvant w = a; a; ... a, este o functie definitd pe o submultime finita {7, 2, ...,

n} a numerelor naturale, in care numarul n reprezintd lungimea cuvantului,

"n continuare, insd, ne vom margini doar la alfabete care sunt cel mult numarabile, adica finite sau
infinit numarabile.

% Vom preciza si analiza in detaliu limbajul logicii de ordinul I in continuare.

3 3 este, propriu-zis, signatura limbajului de ordinul I iar in discutiile din capitolele urmétoare o vom
nota cu o.

4 Pentru a sesiza specificitatea vocabularului teoriei alese, vom eluda, in continuare, referinta la sim-
bolurile limbajului logicii de ordinul I

> Vom mai folosi litera w si in specificarea limbajului logicii modale pentru a desemna lumi posibile,
dar contextele sunt suficient de diferite si indepartate pentru a elimina orice ambiguitate.
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simbolizat cu 1[w] sau |w|, cu valori In multimea simbolurilor alfabetului X iar

valoarea functiei pentru argumentul i se noteaza cu a;:

w:{l,2,...,n} > Z,
wi@)=a;, 1 <i<n,a€X.

Exemplu: fie alfabetul = {(,), r, [}. Sirul ‘r(’este un cuvdnt peste alfabetul X,
domeniul functiei este mulfimea {/, 2, 3} iar functia w(i), este definitd de
urmatoarele egalitati:

w(l)=a;=r

w(2)=a>=(

w3)=a;=]
Daca permitem ca domeniul functiei sd fie vid, atunci w este o functie vida cu
domeniu si codomeniu vid céreia 1i corespunde cuvdntul nul, notat cu €; evident,
lungimea cuvantului nul este 0, 1[g] = 0.

Notam prin X" mulfimea tuturor cuvintelor de lungime n formate cu simboluri

din X. De exemplu, daci £ = {0, 1}, ¥* = {00; 01; 10; 11}. Multimea tuturor
sirurilor finite nevide de simboluri ale alfabetului se numeste multimea cuvintelor

nevide peste alfabetul ¥ si se noteazi cu . Formal, ** = UEi .
ieN*

Multimea cuvintelor nevide peste un alfabet oarecare X la care se adaugd cuvintul

nul se numeste mulfimea cuvintelor peste alfabetul’ T si se noteazi cu X*. Asadar,

=37 U {e},
sau,
= | 20
ieN

Sa notam, In acest punct al prezentarii, doud observatii: 1) multimea cuvintelor de
lungime 1 este multimea simbolurilor alfabetului X, adica ' =3 s§i2) € este un
cuvant (respectiv cuvantul nul) dar nu este un simbol al alfabetului X.

Pe multimea cuvintelor peste alfabetul X, adica pe mulfimea X*, se defineste o
operatie binari ‘naturali’’, numitd concatenare, simbolizati prin », prin care

formam din oricare doud cuvinte peste un alfabet un alt cuvant obtinut prin

® ¥* mai este cunoscut si sub denumirea de inchiderea kleene a limbajului X.
7 Vezi Paul Halmos, Steven Givant [1998], Logic as Algebra, Dolciani Mathematical Expositions -
No.21, The Mathematical Association of America, p. 19.
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juxtapunerea® simbolurilor celor doud cuvinte. Pentru aceasta, si consideram doui
cuvinte oarecare, w,, Wy, de lungimi /[w,] = n, {[w,,] = m ale unui alfabet oarecare X:
W {l,...,n} > Z,
wy()=a, 1 <i<n,a€eX
Wt {1, ...,m} —> X,
Wu(@)=b;,  <i<m, a€X.
Prin intermediul operatiei de concatenare obtinem un nou cuvant, notat w, w,,, de
lungime /[w,"w,,| = n + m céruia 1i corespunde functia w,"w,,: {1, ..., n + m} —» X
definita prin egalitatea’:
a;dacal<i<n

W, W(i) = .
o b,_,dacan+1<i<n+m

Exemplu: fie alfabetul £ = {a, b, c¢}. Formdam multimea > " a tuturor cuvintelor

peste X plus cuvantul vid. Fie, acum, doud cuvinte din mulfimea X "

wy=ab, wy(1)=a;=a, w)(2)=a,=b,n=1I(w;)=2si
ws=acb, ws(1)=b;=a, w;(2)=by=c, ws(3)=b;=b, m = l(w;) = 3.
Rezultatul concatendrii celor doud cuvinte este w, w3 = abacbh.
Conform precizarilor de mai sus, se observa ca I(w; w;)=l(w;) + l(w;) = 5, n = 2,
iar functia wy"w;s:{1, ..., 5} — X este definitd de urmatoarele egalitati:
wy'wi(l)=a; = a,
w'ws(2) =a, = b,
wy'ws(3) = b3, =b;=a,
wyws(4) =bs,=b,=c,
wy"ws(5) = bs.;= b; = b.
Sa consideram acum cuvantul ws = abacb. Conform definitiei 1.1,
wsi{l, 2, 3,4, 5} - Z, ws(1)=a, ws(2) = b, ws(3) = a, ws(4) = ¢, ws(5) = b.

8 in expunerea de fatd vom considera cei doi termeni, concatenare §i juxtapunere, sinonimi, in acord
cu vocabularul matematic conscrat, de pilda, in I. Creangd, C. Rescher, D. Simovici [1974],
Introducere algebrica in informaticd, vol. 11, ‘Limbaje formale’, Iasi: Junimea, p. 28.

° Aceastd definitie a functiei ne permite si determinim pentru orice argument din domeniul {7, 2,..., n
+ m}valoarea simbolului corespunzétor din cuvantului obtinut prin concatenarea cuvintelor w, si
Wy, dar putem defini aceeasi functie invers, mai precis pornim de la valorile simbolurilor din
cuvintele w, si w,, pentru a determina valorile domeniului cuvantului concatenat, asa cum, de pilda,
procedeaza Paul Halmos si Steven Givant in op.cit., p.19 definind functia corespunzatoare
cuvantului concatenat prin urmatoarele relatii: w,"w,,(i) = a; daca i < n+1 si w, w,,(i+n) =b; dacd i <
m+1.
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Se observa ca ws(i) = wy"w; (i), i = 5. De pilda, valoarea pe care am atribui-o
cuvintului ws pentru argumentul 4 este ¢, adicd ws(4) = ¢. Sd vedem ce valoare
atribuim cuvantului w,"wj; pentru acelasi argument, conform definitiei operatiei de
concatenare: pentru i = 4, valoarea functiei w,*w;3(4) va fi datd de valoarea lui b,
(n=2sin <i)adica wyws(4)=b,,=b,=c.

In continuare vom preciza citeva concepte elementare implicate in analiza
limbajelor formale pe care le vom folosi atunci cand vom analiza sintaxa calculului

propozitiilor si al logicii de ordinul I, in capitolele urmatoare.
Fie X un alfabet si w;, wy€ X*. Spunem ca:

1) w; este un segment initial al cuvantului wy (sau ca w; este un prefix al
cuvantului wy) daca exista cuvantul w;e X* astfel incat w/*w;=w; Dacd w; # wy si
w;# € spunem ca w; este un segment initial propriu (sau prefix propriu).

il) w; este un segment final al cuvantului w; (sau ca w; este un sufix al
cuvantului wy) dacd exista cuvantul w;e £* astfel incat w/'w,=w; Daca w;# wy si
w;# € spunem ca w; este un segment final propriu (sau sufix propriu).

Exercitii:

1) Explicati de ce 4 = {a, b, ab} nu este un alfabet.

2) Fie alfabetul £ = {p, ¢, —,}. Determinati °.

3) Care dintre urmatoarele siruri reprezinta segmente initiale ale cuvintelor din X°,
unde X este alfabetul de la punctul 2): a) g, b) g—, ¢) g—p. Care dintre sirurile de
la punctele a), b), ¢) sunt segmente initiale proprii?

3) Care dintre urmatoarele siruri reprezinti segmente finale ale cuvintelor din ¥°,
unde X este alfabetul de la punctul 2): a) ¢, b) gp, ¢) —¢gp. Care dintre sirurile de la
punctele a), b), ¢) sunt segmente finale proprii?

4) Daca X este un alfabet finit de n elemente, determinati cate elemente va avea X"
Dar ="'?

Semigrupuri, subsemigrupurilor si semigrupuri liber generate.

Un semigrup este un cuplu (S, ) format dintr-o multime S si o operatie *binara
asociativa,
. SXS— S,
(Asoc) (x*y)ez = x*(y*z), VxVyVze S.
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Exemplu: cuplul (2N, +) format din multimea numerelor pare dotatd cu operatia de
adunare reprezintd un semigrup, dupa cum se poate verifica (operatia ‘+’ este o
lege de compozitie interna si respecta asociativitatea).

O intrebare interesantd este daca putem generaliza proprietatea asociativitatii la
orice n-uplu, n=3, de elemente din S. Raspunsul este afirmativ, iar pentru a
demonstra generalizarea proprietdtii asociativitatii trebuie, in prealabil, sa
introducem o definitie si sa facem o observatie.

Fie (S, ) un semigrup $i x;, ..., Xu, X,+;€S. Definim recursiv compunerea
elementelor x;, ..., X,,, X,+; in urmatorul mod:

(1) xp%o47 = (X°...9%,) *X 1 1
Observatie: din (1) si definitia operatiei * rezultd ca pentru orice n-uplu x;°...°x,+;

de elemente din S, x;°...*x,+; = ¢, unde € S.
Lema 1.1. Fiex,, ..., x,€ S. Atunci

(crooxp) (O 1%...%X,) = X7°...%%,
pentru orice k, I <k<n, 2<n.

Demonstratie: prin inductie pe n. Sd notdm egalitatea de mai sus prin G(n), adica
G(n): (xo...ox0)* (X 12...°X,) = X°...0X
Cazul de bazd, n = 2. In acest caz, k nu poate avea o alta valoare decit 1 iar
egalitatea G(2) este trivial adevarata:
G(2): (x1)*(x2) = x;°x.
Ipoteza inductiei: sa presupunem ca pentru n = m si 1< k < m este adevaratd
egalitatea
G(m): (xre...ox)* (X4 1°...%%m) = X1°... %K.
si sa demonstram ca din adevarul lui G(m), rezulta adevarul egalitatii:
G(m+1): (x7%...ox)* (Xt 1% %Xt 1) = X1 %K1
Distingem 2 cazuri, in functie de valoarea lui £.
a) k=m. In acest caz, ez oxp) O 1% X 1) = (X7%.0.9X0) X1
= X/*...°X;,+;.(conform cu (1))
b) k<m.In acest caz,
(ero o) (1% X 1) = (X% X)) *((Xk+ 1% *Xm) X+ 1) [(1) aplicat 1a (g /0. %X 41)]

= ((xs°...ox0)*(X+1°...%%) )X+ [din Observatia 1 si (Asoc)]
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= (x/°......°X;,)*X,+; [conform ipotezei inductiei]
= X7%en XX+ [conform cu (1)]
Evident <", ~> este un semigrup. Daci luim in considerare si cuvantului nul,

g, atunci <X*, "> este un monoid, unde monoidul (M, ) se defineste ca un
semigrup dotat cu un element neutru, adica pe langa (4soc), structura algebricd mai
respecta si:

(En):deV x, x*e = x, unde x, ee M.
Exemplu: (N*, -) este un monoid, unde N* = N\{0} iar - reprezinta operatia de

inmultire.

Spunem ca A este un subsemigrup al semigrupului (S, *), simbolic A< S, daca 4
este o submultime nevida a lui S, adicd 4 S si A# @, care satisface urmatoarea

clauza:

(Inchidere)¥ xV'y, daci x, ye A, atunci (x*y)e 4,
unde ¢ este operatia asociativa din semigrupul (S, ).

Exemplu: (4N, +) este un subsemigrup al semigrupului (2N, +).

Fie (S, ¢) un semigrup oarecare si /CN. Notdm cu An intersectia tuturor

subsemigrupurilor A;, i€ l, ale lui S. Formal, An = ﬂ{Al., A;<S}. Aceasta
iel

multime este, la randul ei, un subsemigrup, fapt ce constituie obiectul lemei de mai

jos.
Lema 1.2. Fie (S, ¢) un semigrup oarecare. Dacd An# 0, atunci An< S.

Demonstratie: Daca x, ye An, atunci, pentru orice 4;, i€ [, x, y€ A;. Dar, din faptul
cd x, ye A;, rezulta ca (x*y)e 4;, pentru orice A4;, i€ I, asadar, (x*y)€ An. Prin urmare,
daci x, ye An, atunci (x*y)e An. Dar An # O [ipoteza teoremei], de unde deducem ca
An<S.

In continuare vom abrevia notatia pentru semigrupuri sau monoizi eludand
specificarea operatiei binare. Astfel, (S, ¢) devine S, (M, ), M si vom considera in
lipsa altor specificatii sau precizéri ca operatia * este multiplicativd; de pilda, ne

vom referi la rezultatul efectuarii urmatorului sir de n-loperatii'® (xpox;* ...*x,) ca la

1% Conform lemei 1.1 acest sir de operatii nu este ambiguu.
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produsul celor n elemente. De asemenea, acolo unde contextul este clar vom
renunta sd mai specificdm semigrupul din care subsemigrupurile discutate fac
parte.

Fie un semigrup S; si o submultime nevida X< S. Formam intersectia (X >m a
tuturor subsemigrupurilor 4; din S care il contin pe X, formal, <X >m = ﬂ{Al. ,

iel

XcA;, 4; £ S} EVident<X>m # pentru cd X S si S < S. Dupa cum se poate
observa, <X >m indeplineste conditiile /emei 1.2, prin urmare <X >m este un
subsemigrup al lui S, <X>ﬁ <S.

In virtutea lemei 1.1, orice produs (x;*x.* ...*x;) de i elemente dintr-un semigrup
S si orice produs (x¢y) de doua astfel de produse de upluri x = (x;°x,* ...°x;) si y =
(v1%y2* ...*y;) este neambiguu (oferd acelasi rezultat). Cu aceastd precizare, putem sa
construim mulgfimea tuturor produselor (x;°x;* ...ex;) de i elemente din X, pe care o
notdm in continure prin X', unde ie N*,. Mai precis, definim X = {220 .ox) /
Y x;, X5, ..., x;€ X}. Evident, X’ = X. Reuniunea tuturor acestor multimi X', i€ N*o

notam cu <X>u si o definim formal ca <X>U = UXi .

ieN*
Teorema 1.1 <X>m = <X>U

Demonstratie: ca strategie generald, demonstrarea identitdtii a doud mulfimi
presupune doi pasi: 1) demonstratia incluziunii primei multimi in a doua si 2) a
incluziunii celei de-a doua multimi 1n prima.

Pentru a demonstra ca (I) <X >m c <X >U este suficient si demonstram ca <X >U
este un subsemigrup al lui S care contine multimea X (de ce?), ceea ce se poate
verifica fara prea mari dificultati:

DX #20siX=Xc <X>U , asadar <X>U #( si contine mul{imea X.

2) fie x, ye <X >U. Fara a pierde din generalitate, s presupunem ca x = (x;*x*
o) S1y = (Vyee .o In aceste conditii, xe X', ye X¥. Conform lemei 1.1, (x*y) =
(eroxoe ox)o(vioyoe 0y) = (xpoxoe Lexeycyze ...0y;). Din constructia multimii

(x >U rezultd ¢ (x+y)e X'7. Asadar, dinx, ye (X >U rezultd (xey)e (X)

U’
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Din 1) si 2) rezulta ca <X>U < 8. Din <X>U < S, rezulta <X>ﬁ c <X>U
Pentru a demonstra ca (II) <X >U c <X >m este suficient sd observam ca pentru

orice ie N*, X'c (X >m (observatia este elementara, X =XcC (X >m , iar orice X,

ie N*, conform definitiei acestuia, nu contine decat produse (x;*x,* ...ex;) de
elemente x;, x,, ..., x; din X, care, a fortiori, sunt incluse in <X >m ).
Din demonstratiile pentru (I) si (II) rezulta ca <X >m = <X >U

Una dintre semnificatiile fundamentale ale feoremei 1.1 este cd permite
identificarea subsemigrupului <X >m cu multimea elementelor din S care pot fi

exprimate ca produse finite de elemente din X. De asemenea, conform teoremei 1.1

putem renunta la subscriptul ‘N’ sau ‘U’ si nota simplu <X > .

Fie un semigrup S si X o submultime nevidda X S. In aceste conditii, spunem
despre multimea X ca genereaza semigrupul S sau, corelativ, ca semigrupul S este

generat de mulfimea X, daca (X > = §. Submultimea X a semigrupului S se numeste
mulfimea generatorilor lui S.

Daca submultimea X are un numar finit de elemente X = {x;, ..., x,}, vom nota, in
continuare, subsemigrupul generat de X, prin <xl, Xy, ey xn>adicé <X > =
(xl,xz,..., xn>. In particular, cind X = {x}, subsemigrupul generat de X se noteazi
prin <x>, unde, conform feoremei 1.1, <x> = {x, x’, X, ...}. Multimea <x> se
numeste subsemigrupul monogenic sau ciclic generat de x, iar in cazul in care <x>

= {xl ,x,x, ...} =8, vom spune ca S este un semigrup monogenic sau ciclic.
Rezultatele obtinute din studiul semigrupurilor generate de o multimea finitd X

au aplicatii in teoria automatelor.

Exemplu: fie semigrupul (S = { a, b, ¢}, *) si X = {a}, unde operatia asociativa *:

SXS§ — § este definitd prin urmatorul tabel:
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% ‘ a b c
a b c a
b c a b
c a b c

In aceste conditii, <X> = <a> ={d, &, d, ..} = {a b, c}"" =8, asadar X
genereaza semigrupul S iar S este monogenic.

fie (S, *) si (7, x) doud semigrupuri. Se numeste homomorfism de semigrupuri
orice functie 4: § — T astfel Incit: A(xey) = h(x) X h(y), pentru orice x, ye S.

Exemplu: fie semigrupul (N*, +) si semigrupul (ZN*, "), unde oNT = {2,4,8, ...},
adica multimea puterilor lui 2. Functia A(x) = 2" este un homomorfism, dupa cum
se poate verifica: A(x + y) = 2" =2%2" = h(x)-h(y).

Spunem ca doua semigrupuri oarecare (S, *) si (7, X) sunt izomorfe, (S, *)= (T, X),
daca existd un homomorfism bijectiv 4: S — T.

Spunem despre un semigrup S ci este liber generat, dacd exista o submultime

Xc S care genereaza semigrupul S si orice functie y: X — T, unde T este un

semigrup oarecare, se extinde in mod unic la un homomorfism 4: § — T (extensia

presupune ca i /X = hy).

Exemplu: semigrupul (N, +) este liber generat de submultimea X' = {1}.

Observatie: nu orice multime de generatori genereaza liber o anumitd structura
algebrica. De pilda, semigrupul (N, +) este liber generat de 1, dar semigrupul (Z;

®), desi generat de [1], nu este liber generat.
Definitia 1.6 poate fi reformulatd intr-un mod mai abstract in termenii teoriei
categoriilor.

Fie X multimea generatorilor unui semigrup 4, i: X — A, functia incluziune, si S un
semigrup oarecare. Spunem cd A este liber generat de X daca pentru orice functie
ho: X — S existd un homomorfism unic 4: 4 — S astfel incat diagrama de mai jos

este comutativa.
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S

Cerinta de comutativitate constd in urmatoarea egalitate: h°i = hy, unde ° este

compunerea functiilor.

Semigrupul liber generat al cuvintelor unui alfabet

Definitia 1.6 exprima proprietatea de universalitate a semigrupurilor liber
generate: din moment ce relatiile satisficute de elementele multimii X a genera-
torilor unui semigrup liber generat S sunt pastrate sub transformarile homomorfice,
constitutia semigrupurilor liber generate este de asa natura incat relatiile valabile in

acesta raman valabile in toate semigrupurile. Pentru cazul considerat de noi, sa

demonstram c¢a " are proprietatea de universalitate, inseamna sa demonstram ca
orice functie s,: ¥ — § definitd pe alfabetul X si care ia valori Intr-o mulfime S

oarecare avand o structura de semigrup se extinde in mod unic la un homomorfism

h: " — S. Cu aceste preciziri putem demonstra teorema 1.2

Teorema 1.2  Multimea X* dotatd cu operatia de concatenare ~ formeazd un

semigrup liber generat de alfabetul X.

Demonstratie: 1) Existenta: evident, ¥ este generat de X (prin definitie fiecare
cuvant este un sir finit de simboluri din X concatenate).

Acum, fie o functie 4y: ¥ — S, unde (S, *) este un semigrup oarecare si fiew =ay ...
a,€ T " un cuvant oarecare. Definim functia
hXt =S,
h(w) = h(ay ... a,) = ho(ap)*...*hy(a,) pentru orice ay, ..., a,€ Z.
Din definitia functiei 4 rezulta cd aceasta este un homomorfism care coincide cu
functia &, pentru toate elementele lui * (AlZ = hy).

2) Unicitatea: si presupunem ca ar exista doud homomorfisme 4;: £"— S si hy:

>* — Sastfel incat ;1 X = h,l Z = h,.
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Fiew=ay...a,e X", ay, .., a,e L. In aceste conditii,
h;(w) = hi(ay ... a,) [definitia lui w]
= hy(ap)s...* hi(a,) [definitia homomorfismului]

= ho(ag)e...* ho(a,) [hi1Z = hy)

= hap) *...= hxa,) [ho! £ = hy)
= hx(ay ... a,) [definitia lui A;]
= hy(w) [definitia lui w]

Proprietatea de universalitate a semigrupurilor liber generate contine un
indiciu cu privire la importanta lor in logicd: dacd demonstrdm, de pilda, ca
multimea variabilelor propozitionale liber genereazd multimea formulelor
calculului propozitional, atunci, in virtutea proprietatii de unviversalitate, orice
functie de valuare definitd pe multimea variabilelor propozitionale poate fi extinsa
in mod unic la o functie de valuare pe multimea formulelor calculului propozitional
considerat.

O buna intrebare in acest punct al prezentarii este daca existd semigrupuri liber
generate care au o strucurd diferitd de cea a semigrupurilor liber generate de un
alfabet . Raspunsul este ‘nu’ iar pentru a demonstra ca orice semigrup liber
generat este izomorf cu un semigrup de cuvinte = peste un alfabet X, adecvat ales,

sd demonstram, ca un rezultat intermediar, cd orice semigrup este imaginea

homomorfica a unui semigrup (X * *) de cuvinte liber generat.

Lema 1.3. Pentru orice semigrup oarecare (S, -) exista un alfabet X astfel incat 4:

2" — S este un homomorfism surjectiv (epimorfism).

Demonstratie: fie X multimea generatorilor lui S (la limitd putem considera ca X =

S) si fie £ un alfabet astfel incat T = X unde prin ¥, X am notat cardinalul

multimii X, respectiv X. Definim o functie bijectiva /4y: ¥ — X. Conform teoremei

1.2, hy se extinde in mod unic la 4: X" — S. Sd demonstrim ci 4 este un
epimorfism (adicd un homomorfism surjectiv). Fie un element oarecare xe S.
Pentru cd X este multimea generatorilor lui S orice astfel de element xe S se poate
scrie ca un produs finit de elemente din X, x = x;°x,"..."x,, unde x;, xa,..., x,€ X.

Dar A, este, prin constructie, o functie bijectiva definitad pe X si cu valori in X,

asadar, fiecare x;€ X, ie 1,n este imaginea prin %, a unui element a;€ %, i€ 1,n,
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adicd pentru orice x;€ X i€ ﬁ existd un gq,€ X, i€ ﬁ astfel incat x; = h(a;), de
unde deducem ca x = x;°x, ... x, = ho(a;) -ho(az):...-ho(a,) = h(a;"a™...”a,) (ultima
egalitate se obtine din definitia Iui /#). Cum x a fost un element oarecare din S,
rezultd cd pentru orice xe S avem x = h(a,"a*..."a,), asadar h este o functie

surjectiva.
Lema 1.4. Orice semigrup (S, -) liber generat de multimea X< S este izomorf cu

un semigrup de cvuvinte (Z* 7).

Demonstratie: Fie T un alfabet astfel incat =X si o functie bijectiva: iy: £ — X.
Conform lemei 1.3, hy se extinde la un epimorfism h: £*— S. Dar, din
bijectivitatea functiei 4, rezultd ca existd o functie bijectiva g,: X — X, ceea ce,
impreuna cu conditia ca (S, -) este liber generat de multimea X, ne asigurd, conform

demonstratiei lemei 1.3, cd g, se extinde la un epimorfism unic g: § — X . Fie
acum functia goh: £*— X 7. Evident goh este un epimorfism iar goh! T = is de unde

putem deduce ca goh = is *. Printr-un argument similar deducem ca /°g = is, asadar

h este o bijectie.

Liber generare si unicitatea factorizarii

Cum anume putem determina daca o structurd este liber generatd sau nu? Un
criteriu de determinare a liber generarii unui semigrup (S, *) este dat existenta unei
factorizari unice sau a unei ‘citiri unice’ a oricarui element xe S al semigrupului,

peste multimea X c S a generatorilor lui S.

Fie (S, *) un semigrup si X multimea generatorilor lui S. Spunem despre un element
x€ S cd are o descompunere unica peste X, daca3! ay, ..., a,€ X astfel incat x = a,*

.. *a,, mai precis, pentru orice by, ..., b,€ X, daca x = b, ... *b,,, atunci m = n si q;

= b;, pentru orice i€ 1,n.

.. ¢ e . + . o o e R
Exercitiu: argumentati ca semigrupul (X ") are proprietatea factorizarii sau citirii
unice.

Criteriul mentionat mai sus de determinare a liber generdrii unui semigrup este

fundamentat de urmatoarea teorema:
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Teorema 1.3  Semigrupul (S, ¢) este liber generat de o submultime X S daca si

numai daca orice element xe S are o descompunere unica peste X.

Demonstratie: (=) dacd (S, ) este liber generat, atunci, conform lemei 1.4 exista

. . . + . .
un semigrup (X ) izomorf cu (S, *). Dar semigrupul (X~ *) are proprietatea ca
fiecare element are o descompunere unica, prin urmare orice element x€ S are o
descompunere unica peste X.

(<) sa presupunem ci (S, *) este un semigrup astfel incat orice element x€ § are o

descompunere unica peste X. Conform lemei 1.3 existd un alfabet X si o functie

bijectivd hy: £ — X care se extinde in mod unic la un epimorfism 4: " — S. Sa
demonstram ca /4 este un izomorfism. Singura proprietate pe care mai trebuie sa o
probam este injectivitatea. Sa presupunem ca a(w,) = h(w,,), unde w, = a;*..."a, si
Wn = b b, Evident, A(w,) = h(w,,) = x, pentru un anumit element xe S. Pentru
ca h este un homomorfism rezulta ca h(w,) = h(a,"... a,) = ho(a;)e...*hy(a,) st h(w,,)
= h(b™.."by) = ho(by)e ... *hy(b,). Dar, din presupunerea ca h(w,) = h(w,) = x
rezultd hy(a;)e...*ho(a,) = ho(b;)* ... *ho(b,) = x. Din faptul ca hy: £ — X este o
functie bijectiva si ca orice element x€ S are o descompunere unica peste X, rezulta

cd m = n, a; = b;, pentru orice i€ 1,n. Prin urmare, din presupunerea ca (S, ¢) este
un semigrup astfel incat orice element xe S are o descompunere unicad peste X am

dedus ci acesta este izomorf cu un semigrup (X *). Cum (X * ) este liber generat
de alfabetul X rezulta ca si (S, *) este liber generat.

Sa recapituldm ce am obtinut pand acum: existenfa unei extensii homomorfice
unice este sinonimd cu factorizarea unicd a elementelor unui semigrup peste
multimea generatorilor sdi, sau cu unicitatea citirii elementelor structurii consi-
derate. Prin urmare, pentru a stabili existenta unei extensii homomorfice a unui
semigrup este suficient s stabilim o teorema de citire unica a elementelor acelui
semigrup iar cand vom descrie limbajul logicii propozitiilor si al predicatelor vom
specifica citeva criterii care reprezinta conditii necesare si suficiente pentru a
stabili citirea unica a cuvintelor peste alfabetele considerate.

Unul dintre aspectele importante ale modului in care se pot genera cuvinte
peste un alfabet este dependenta mulfimii tuturor cuvintelor peste un alfabet, de
multimea alfabetului respectiv. Mai precis, dacd un anumit alfabet are finit sau
infinit numarabil de multe simboluri (adicd este cel mult numarabil), atunci

multimea cuvintelor peste acest alfabet nu poate fi decat infinit numarabila.
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Pornind de la aceasta constatare, putem deduce ca un alfabet cel mult numarabil nu
poate genera o mulfime infinit nenumadrabild de cuvinte peste acel alfabet.

Urmatoarea teorema exprima mai precis aceasta dependenta:

Teorema 1.4 Daca X este un alfabet cel mult numarabil atunci multimea cuvin-

telor peste acel alfabet, X*, este numarabila.

Demonstratie (schita): Notam cu p;, ps, ps ..., Pa, Sirul crescator al primelor n
numere primelz. Astfel, p; =2, p, =3, p; =3, ... p, = al n-lea numar prim. Fie un
alfabet oarecare cel mult numarabil, £ = {a;, a,, ..., a,}, dacd alfabetul este finit,
sau X = {a,, a,, ... }, dacd alfabetul este infinit. Tot ceea ce presupunem despre
elementele acestui alfabet este cd nici unul dintre ele nu este produsul altor
elemente ale alfabetului. Construim o functie definitd pe mulfimea cuvintelor
formate peste alfabetul Z si valori in multimea numerelor naturale, astfel:

fiX* >N,

(D fe) =1

Qfa; a; ...a;) =pi-pi-.ph.

Constructia functiei ne asigurd de injectivitatea ei si, de aici, de numarabilitatea
multimii X*,
Exercitii:
1) Demonstrati ca semigrupul (N, +) este liber generat de submulfimea X' = {1}.
2) Determinati daca semigrupul (Z, +) este liber generat de submultimea X = {1,-1}.
3) Fie semigrupul (Zs @), cu X = {[1]} si semigrupul (N, +). Demonstrati ca

functia sp: X — N, ho([1]) = 1 nu determind o extensie homorfica 4: 75 — N.

4) Demonstrati cad semigrupul (S ={acab, aaba, aba} ") nu este liber generat
folosindu-va de echivalenta dintre liber generare si unicitatea factorizarii.

5) Demonstrati ca semigrupul (S ={aba, bab } ) este liber generat folosindu-va de
echivalenta dintre liber generare si unicitatea factorizarii.

6) Fie un alfabet £ = {a,, a, a3 ...,} si o functie a o functie ce asociaza fiecarui

simbol g, X al i-lea numar prim, a: £ — N, a(a;) = p;. Definim functia de

codificare # In urmatorul mod:

'2 Reamintim ¢4 un numr este prim daca are numai doi divizori diferiti, respectiv 1 si numarul insusi.
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pE* >N,
(1) pe) = I;
@ pa, a, ..a,)=laa,)+ PMa@a,)+ 1 Naa, )+ 1.

Acum, considerati urmatorul citat ‘Astfel, pentru Aq = {a, b, ¢} vom avea a(a) = 2,
a(b) = 3, a(c) = 5. Cuvantul caba In Ay va fi redat prin 5232 iar f(caba) = 6343
(fiecare numar prim asociat unei litere din cuvant a fost marit cu 1)’"’. Extindeti
alfabetul Ay din citatul de mai sus pana la litera n, pentru a obtine A4 = {a, b, ¢, d,
e,f,g hi,jk l,mn}.
a) Identificati doud cuvinte formate cu simboluri din A4 cirora functia f le atribuie
acelasi numar.

b) Gasiti o demonstratie generala a faptului ca functia § nu este injectiva

SISTEME DE GENERARE

In acest capitol ne vom concentra atentia asupra elaborarii unui cadru conceptual'*
mai general care si ne permitd studierea limbajului calculului propozitional si a
logicii de ordinul I precum si demonstrarea unor rezultate care justifica folosirea
definitiilor recursive si a demonstratiilor prin inductie in cele doua sisteme logice.

Ideea directoare a elaborarii sistemelor de generare este 1) de a facilita studiul
sistematic al modalitatii in care elementele unei multimi sunt generate de o
submultime a acesteia sub actiunea unor functii si 2) de a determina proprietatile

generale ale acestor sisteme.
Definitie 1.1: Fie X o multime. Numim o functie de multimi de aritate k orice

functie de tipul /: X* — P(X), unde P(X) este multimea putere a multimii X.

13 Cornel Popa [1992], Logica predicatelor, Bucuresti: Hyperion, p. 208.

4 O sursa utila in acest scop, pe care am urmarit-o si elaborat-o in expunerea sistemelor de generare,
este reprezentat de manuscrisul lui Joseph R. Mileti, Mathematical logic for mathematicians, dis-
ponibil la http://math.berkeley.edu/~antonio/math125A/mathlogicP1.pdf.
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Fie X o multime, Y X o submultime a lui X si /' o mulfime de functii astfel incat
pentru orice f° lk e F, ie N, si orice aritate ke N*, f° lk : X* - X. Numim tripletul (X,

Y, F) un sistem simplu de generare.

Exemplu: sistemul (R, {7}, F), unde F = {f}, f; R—>R, f{x) = 2x este un sistem
simplu de generare.

In continuare vom nota prin F; multimea tuturor functiilor de aritate k din F.

Fie X o multime, Y < X o submultime a lui X si ' o multime de functii de multimi,
unde pentru orice fl'.‘ €F, ie N*, si orice aritate ke N*, avem ff.‘: X - PW).
Numim tripletul (X, Y, F) un sistem de generare.

Se observa ca orice sistem simplu de generare (X, Y, F) se reduce la un sistem
de generare (X, Y, F'): orice functie £ X* — X poate fi definitd in termenii unei
functii de multimi f°: X P(X) prin egalitatea f (x;._x) = {f{x;.x0)}.

Exemplu: Fie sistemul (R, {7}, F), unde F = {f}, fix) = 2x. Definim functia f°, ’: R

— P(R), ca functie de multimi, prin relatia: f(x) = {f{x)}. Astfel, valorile obignuite
ale functiei f'sunt numere reale, de pilda, 7) = 14, f(14) = 28, iar valorile functiei
f sunt multimile formate din aceste elemente, adica f’(7) = {14}, £ (14) = {28}

elemente din multimea X prin actiunea functiilor din F, dar noi vom discuta, in
continuare, doar doud, corespunzatoare modului in care am determinat elementele
unui semigrup S generate de o submulfime X a acestuia prin intermediul operatiei

semigrupului.
Fie (X, Y, F) un sistem de generare si J C X astfel incat:
i) Yc Jsi
ii) dacd x;, _, x;€J, atunci flx; _ x;) < J, unde ke N* si fe F}.

In aceste conditii, spunem despre multimea J ca este o multime inductiva.

Bineinteles, faptul de a defini ceva nu inseamnd automat si cd acel ceva exista.

Existenta obiectului definitiei trebuie probata.
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Propozitie: Orice sistem de generare (X, Y, F) contine o multime inductiva.

Demonstratie: printr-o verificare elementara putem observa ca multimea X respecta

conditiile definitiei 1.14, asadar, la rigoare, multimea X este o multime inductiva.
Acum, ceea ce definifia 1.14 ne oferd este doar primul pas spre delimitarea

obiectivului nostru. Sa lamurim acest obiectiv printr-un exemplu: Fie sistemul de

generare (R, {0}, F), F = {f}, unde fix) = x + 1. Multimile R si Z sunt inductive
(exercitiu!), Insa ceea ce ne intereseaza, de fapt, este sd determindm cea mai mica
dintre multimile inductive ale sistemului (R, {0}, F), in acest caz, multimea N. In
acest scop, vom adopta o strategie similara celei in care am tratat semigrupurile,

respectiv vom defini ‘de sus in jos’ cea mai mica submultime / a tuturor multimilor

inductive J ale unui sistem de generare (X, Y, F).

Fie (X, Y, F) un sistem de generare si M C N. Notam cu [ intersectia tuturor

multmilor inductive J,,, me M, ale sistemului (X, Y, F). Formal, I = ﬂ{J
meM

J,, este

m 2

o multime inductiva}.
Evident, trebuie sa stabilim daca o astfel de multime exista, este inductiva, si unica.

Teorema 1.5 Fie (X, Y, F) un sistem de generare. In aceste conditii,

submultimea / exista, este inductiva si unica.

Demonstratie: 1) existenta: la limita [ = X.

2) inductivitatea: pentru cid fiecare multime J,, este inductivd, rezulta, conform
definitiei 1.14, cad YC J,, pentru orice me M, Mc N, de unde rezultd, mai departe,

cad Yc I. Mai trebuie sa stabilim ca f{x; _ x;) </ in toate situatiile in care x;, _,

x€l, unde ke N* i fe Fy. Sa presupunem, asadar, cd x;, ., x€l. Conform
definitiei 1.15, x;, ., xx€J,, pentru orice me M. Conform definitiei 1.14 daca x;, _,
xx€ J,, atunci f{x; . xy) < J,, asadar, daca x;, ., x,€J,, pentru orice me M, atunci,
in virtutea inductivitatii multimilor J,,, fix; .. x;) CJ,, pentru orice me M, ceea ce
revine, conform definitei 1.15 la a afirma ca f{x; _x;) 1.

3) unicitatea: sa presupunem ca ar exista doud multimi /; si /, care satisfac definitia

1.15. La punctul 2) am stabilit ca cele doud multimi /; si [, sunt inductive, prin
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urmare, pentru fiecare multime inductiva J, I, € J si I, < J. In aceste conditii, vom
avea I;c I, si I, I;, asadar [; = I,.

In continuare, vom nota cea mai mica submultime inductiva / a unui sistem (X,
Y, F) prin I(X, Y, F) sau simplu /.

Cea de-a doua strategie de a caracteriza modul in care multimea Y genereaza
elemente din multimea X prin actiunea functiilor din F' este una constructiva, ‘de
jos in sus’, in care pornim de la mul{ime de baza, Y, si construim un sir succesiv de
multimi, astfel Incét elementele dintr-o mulfime noud sunt imaginile prin functiile

din F ale elementelor din multimile deja construite.

Fie (X, Y, F) un sistem de generare si fie un sir de multimi Vo, Vi, Vs, ..., Vi, ...
definit in urmatorul mod:
Vo=Y
Voe1 = VaU {xe X/ existd ke N, fe F six;, ., x,€ V,, astfel incat xe f{x; _x)}
Notim cu V'=/X, Y, F)= | JV, .

ne N

Din definitie decurg urmatoarele observatii:

1)daca m < n, atunci V,,C V.

2) pentru orice xe V, fie xe Y, fie exista ke N*, fe F} si x;, ., x€ V astfel incat
xeflx; . xp).

Similar modalitatii prin care am demonstrat ci cele doud procedee de a defini
semigrupurile generate de o multime sunt echivalente, vom demonstra, in
continuare, ci cele doua strategii de a caracteriza elementele generate de un sistem

de generare (X, Y, F) sunt echivalente.

Teorema 1.6  Fie (X, Y, F) un sistem de generare. In aceste conditii, /(X, Y, F) =
X, Y, F)

Demonstratie: evident, vom proceda prin a demonstra dubla incluziune.

1. Sa demonstram ca I(X, ¥, F)c V(X, Y, F), ceea ce revine la a demonstra ca V(X,

Y, F) este o multime inductiva. In acest scop si observam ca
a) Y=V, VX, Y, F) (definitia multimii V(X, Y, F))
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b) sa presupunem cé existd x;, _, x€ V, ke N*, fe F;. Din constructia lui 7,
rezultd ca orice element din V apartine unui anumit V,, adica pentru orice i€ 1,k
existd ne N astfel incéat x;e V,. Fie acum un element x;, i€ 1,k , x;e V, astfel incét

pentru orice x;, j€ ﬁ , X; # Xx;, x;,€ V,,, sd obtinem cd V,, c V,, altfel spus, fie un
element care apartine acelei multimii ¥, din ierarhia J care include toate celelalte
elemente x;, , x;.; diferite de acesta. in acord cu definitia 1.16, multimea V,.; va
include si imaginea f{x; _ x;), prin urmare f{ix; _x) < V.

Din a) si b) rezulta ca V este o multime inductiva, asadar, I(X, ¥, F)c V(X, Y, F).

2. Sa demonstram ca V(X, Y, F)cI(X, Y, F), ceea ce revine la a demonstra ca
pentru orice ne N, V,c I(X, Y, F). in acest scop sd observam ca:

c) Vo=YCI(X, Y, F) (definitia multimii /(X, Y, F)).

d) sa presupunem ca exista ne N, astfel incat V,c I(X, Y, F) si sd demonstram ca

Vo€ l(X, Y, F). Fie un ke N, fie orice fe F) si x;, _, x;€ V,. Din ipoteza ca
V,cl(X, Y, F) rezulta ca x;, _, x,€ (X, Y, F). Acum, conform definitiei multimilor
inductive (iar / este o mulfime inductiva — cea mica multime) daca x;, _, x,€ I(X, ¥,
F), atunci f(x; _x)c I(X, Y, F). Prin urmare, din presupunerea ca existd un ke N,
feFysix;, ,xel(X, Y, F)decurge ca si fix; _x)c I(X, Y, F), ceea ce Inseamna ca
Vi CIX, Y, F).

Din ¢) si d) rezulta ca pentru orice ne N, V,c I(X, Y, F).

In continuare vom nota multimea I(X, Y, F) = V(X, Y, F) = G(X, Y, F) = G.

Importanta teoremei 1.6 este data de faptul ca putem folosi oricare dintre cele doua
moduri (echivalente) de a caracteriza elementele multimii G(X, Y, F) in

demonstratiile ulterioare. Putem, de pilda, sa identificdm orice multime inductiva
Ac G cu G ceea ce reprezintd un atuu dacd vrem sa demonstram ca elementele
multimii G au anumite proprietati. Nucleul demonstratiei consta in a arata ca A este
o multime inductiva ale cérei elemente au o anumita proprietate. Pentru ca G =/, si
A este o multime inductivd, GC 4. Dar 4 este o submultime a lui G, prin urmare 4
= G, asadar toate elementele lui G au proprietatea respectivd. Toatd pirueta

argumentativa de mai sus se traduce, de fapt, in posibilitatea utilizarii principiului
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inductiei structurale 1n argumentele care privesc elementele multimii G. lar

demonstratia acestui fapt este prezentata mai jos:

Lema 1.5. Fie G(X, Y, F) un sistem de generare. Sa presupunem ca 4 € X

satisface cerintele:
1.YcAsi

2. fix; .. xy) < A 1n toate situatiile in care x;, _, x;€ 4, ke N*gi fe F}.

In aceste conditii G < 4.

Demonstratie: pentru ca A este o multime inductiva, e suficient sa identificim G =

1, de unde decurge ca G =1 4.
Fie sistemul (R, {5}, F), unde F = {f}, : R—>R, fix) = 2x. Care este, in acest
caz, G(R, {5}, F)? Intuitiv, este multimea: {5, 10, 20, 40 ...}, sau formal X = {5-2",

ne N}. Evident, pentru a putea folosi reprezentarea multimii G ca {5-2", ne N} ne
trebuie mai mult decat o intuitie, ne trebuie o demonstratie ca X = G.

Demonstratia nu este complicatd si presupune sd demonstram dubla incluziune:
XcGsiGe X

In acest exemplu, reprezentarea lui G a fost clara datoriti intuitiei, dar in multe
cazuri, lipsa intuitiei conduce la o deficienta de reprezentare.

Principala problema de care ne vom ocupa in continuare este determinarea
criteriilor care calificd multimile G generate de sistemele de generare' ca multimi
peste care putem defini in mod recursiv functii. lar modalitatea prin care ne putem
asigura ca definirea recursiva a functiilor este un procedeu viabil peste multimea G
constd In a demonstra ca existd o unica extensic homomorfica de la multimea
generatd G la o altd multime M, pornind, bineinteles, de la existenta unei functii
oarecare definita pe submultimea generatorilor Y< X si cu valori in M. In termenii
sectiunii anterioare, ceea ce vrem sia determindm in continuare sunt conditiile
necesare si suficiente ca un sistem de generare sa aiba proprietatea universalitatii,
adica sa determindm conditiile necesare si suficiente ca multimea G, generata de un
sistem oarecare (X, Y, F), sa fie liber generatd de acel sistem. Intuitia cizelatd de

rezultatele sectiunii anterioare ne va face sd banuim cad libera generare va fi

'3 Ne vom margini in continuare la sistemele simple de generare.
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asiguratd de unicitatea factorizarii. Dar pand sa consoliddm matematic aceasta
intuitie, sd facem observatia nontriviald cd nu orice multime G generatd de un

sistem simplu de generare permite definirea recursiva a unor functii.

Teorema 1.7 Fie (X, Y, F) un sistem simplu de generare, o multime 4, o functie

i Y — A, si pentru fiecare fe F, ke N*, si presupunem ci existd o functie'® g: 4*

— A. In aceste conditii, nu existdi o unici functie i1 G — A astfel incat:
D) h)Y = i(x)

i) h(fx; . x0) = g(h(x)), h(x,), ..., h(xy)), pentru orice x;, ., € G.

Demonstratie: fie sistemul simplu de generare (X = {1, 2}, Y= {1}, FF' = {f}), unde
fi X — X este definita de urmatoarele egalitati: (1) =2, i2)=1,sified=N,i: Y
—A,i(1)=1,g: N — N, g(n) =n+1. Sa demonstram ca nu exista nici o functie A:
G — N astfel incat conditiile i) si i7) sa fie indeplinite.

Sa observam ca G = X = {1, 2}. Conform cu i) avem A(1) = i(1) = 1. Conform cu
if) avem h(2) = h(f(1)) = g(h(1)) = k(1) + 1 =1 + 1 = 2. Dar functia f ne permite sa
calculam valoarea A(1) si Intr-un alt mod, respectiv A(1) = A(f(2)) = g(h(2)) = h(2) +
1 =2 + 1 = 3. Dar putin mai sus am stabilit ca 4(1) = 1 iar din cele doua atribuiri
diferite A(1) = 3 si A(1) = 1 rezultd ca h: G— N, definitd de conditiile 1) si ii) nu
este o functie.

O analiza atentd a demonstratiei de mai sus ne aratad ca esecului functiei /2 de a
constitui o extensie homomorfica consta in faptul cd unele elemente ale lui G sunt
generate in doud moduri distincte, iar mecanismul prin care functia /4 atribuie valori
elementelor lui G face ca aceastd functie sd atribuie produselor acestor moduri
distincte de generare valori care intrd in conflict. Solutia la iIndemana, asa cum
cititorul avizat al sectiunii anterioare a intuit deja, este Inlaturarea sistemelor care

permit multiple generari distincte ale elementelor. Ceea ce obtinem la sfarsitul

' Din motive tehnice, ce tin de evitarea circularitatii in definirea recursiva a functiilor, ar trebui sa
apeldm la un artificiu matematic si s definim aceasta functie in urmétorii termeni: g: (XX A)* — 4.
Subsecvent, in demonstratie, ar trebui sa substituim ocurentele si argumentele functiei definite in
text cu cele corespunzatoare definitiei din aceasta nota de subsol: de pilda, conditia ii) din teorema
1.7 s-ar traduce prin A(f(x; _ x;)) = g(x;, h(x;), X2, h(x3), ..., X4, h(xy)), pentru orice x;, _, x.€ G, iar

explicitarea relatiei de corespondentd g: N — N, g(n) = n+1, prin g: (XX N) — N, g(x, n) =n+1.
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acestei ‘epurdri’ sunt sisteme care au proprietatea unicitatii factorizarii sau unici-
tatii cititirii, despre care spuneam in sectiunea anterioara cd, atat cat priveste
semigrupurile, sunt echivalente cu liber generarea. Demonstrarea acestei echiva-
lente si in cazul sistemelor simple de generare va constitui nucleul acestei sectiuni,
iar rezultatul poartd numele de teorema recursivitatii. Dar pand atunci sd intro-
ducem cateva definitii pentru a preciza matematic principale concepte implicate in

teorema recursivitagii.

(Citirea unica) Un sistem G(X, Y, F) are proprietatea citirii unice, daca:

i) pentru orice fe Fy, ke N, AGHnY=0

i1) pentru orice fe F}, ke N*, 1a f1 G este injectiva

iii) pentru orice fi€ F,, i, me N si fie F,,, n, je N*, f; # f,, f(G") N f(G") = 9.

Caracterizarea sistemelor descrise de definitia de mai sus ca fiind sisteme care
au proprietatea citirii unice incalcd traditia matematici mostenitd, care califica

acest tip de sisteme drept ‘liber generate’"’

. Motivele pentru care am optat sd deviez
de la calificarile matematice traditionale ale acestor sisteme sunt: 1) pentru a pastra
terminologia instituitd in sectiunea anterioara, unde am descris semigrupurile liber
generate ca fiind cele care au proprietatea universalitaii, adica sunt structuri in care
existd o unicd extensie homomorficd corespunzatoare fiecarei functii definitd pe
mulfimea generatorilor si cu valori intr-un semigrup oarecare si 2) este mult mai
natural sa descriem aceste sisteme ca avand proprietatea citirii unice sau factorizarii
unice, pentru ca, in fond, ceea ce caracterizeaza conditiile i) — iii) sunt sistemele in
care generarea elementelor este unicd. Demonstratia suficientei conditiilor citirii
unice pentru a califica acel sistem drept liber generat, adicd un sistem ce are
proprietatea universalitatii este scopul asa-numitei teoreme a recursivitatii.

Cum anume se leaga problema definirii recursive a functiilor de existenta unei
extensii homomorfice 4? Pentru a raspunde la aceasta intrebare sa precizam cum se
definesc recursiv functiile. In general, pentru a defini recursiv o functie : G(X, Y,

F) — M avem nevoie de:

'7 Asa cum 1l califica, de pilda, Herbert B. Enderton, [2001] 4 Mathematical Introduction to Logic,
editia a II-a, San Diego: Harcourt Academic Press, p. 39 si Jean H. Gallier [2003], Logic for
computer science — Foundation for automated theorem proving, carte accesibila la adresa
http://www.cis.upenn.edu/~jean/gbooks/logic.html, p. 21.



Structura algebricd a limbajelor formale 31

1) o procedura de calcul pentru 4(x), unde xe Y
2) o procedurd de calcul pentru A(f{x; . x;)) specificatd in termenii valorilor A(x;),
..., h(x,) oricare ar fi fe F, x;, _x;€ G", ke N".

Definitia de mai jos surprinde aceste doua cerinte sub forma conditiilor ) si if)

(liber generare) Fie G(X, Y, F), M o multime oarecare, F'; o0 multime de functii

similara multimii F dar definita pe M (adici g* € F, i, ke N*, daca g : M* — M)

si fie o functie ¢: F — Fy, ¢(f") = &, k € N*, unde evident f'e F si g€ F),. Spunem

cad h : G — M este definita recursiv daca Indeplineste urmatoarele conditii, pentru
orice functie 4y : ¥ — M: D) htY=h,.
i) h(f(x; .. x0)) = g(h(x;) . h(xy)), pentru orice ke N*, f'€ F, x;, € Gsi g = c(f).

Se observa acum, ca definirea recursiva a unei functii 4: G(X, Y, F)— M se
reduce la existenta unei extensii homomorfice unice 2 de la Y la M. Asadar,
demonstratia existentei unei astfel de extensii homomorfice unice garanteaza
posibilitatea definirii recursive a functiilor. Strategia prin care ajungem sa
caracterizam sistemele simple de generare care permit definirea recursivd a
functiilor este, in acest punct al discutiei, destul de evidentd: vom demonstra ca
sistemele care au proprietatea citirii unice sunt liber generate, adica admit existenta
unei extensii homomorfice unice, ceea ce garanteaza posibilitatea definirii prin

recursivitate a functiilor in aceste sisteme.

Teorema 1.8 Teorema recursivitatii: Daca (X, Y, F) are proprietatea citirii unice,

atunci este liber generat.

Mai precis, daca G(X, Y, F) este mulfimea generatd de un sistem simplu de
generare avand proprietatea citirii unice, M, F), si ¢ au specificatiile din definitia
1.18si hy : Y — M este o functie oarecare, atunci existd un unic homomorfism 4: G

— M care Indeplineste conditiile i) si i) ale definitiei 1.18, adica
1) At Y =hy.
i) A(fx; . xi)) = g(h(x;) .. h(xy)), pentru orice ke N*, f'e F, x;, . xie G si g" = c(f).

Nu vom demonstra teorema recursivititii aici, dar tinem si subliniem ca

argumentul implicat In demonstratie este unul ce tine de teoria multimilor, nu
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dificil conceptual dar intrucatva complex si Indrumam cititorul interesat de
demonstratie spre cateva surse: Herbert B. Enderton, Elements of set theory'®, Jean
H. Gallier Logic for computer science — Foundation for automated theorem

proving" si Joseph R. Mileti, Mathematical logic for mathematicians.

'8 Herbert B. Enderton [1977] Elements of set theory, New-York: Academic Press, pp. 73 — 75.
1% Jean H. Gallier [2003], p. 22 — 23.



2 Calculul propozitiilor

PRELIMINARII

Avand stabilite rezultatele de baza despre limbajele artificiale si sistemele de
generare din capitolele anterioare suntem in masura sa articuldm riguros un sistem
logic simplu, pe care, urmand traditia logico-matematica, il vom numi ‘calculul
propozitiilor’. Unul dintre beneficiile dezvoltarii acestui calcul al propozitiilor este,
asa cum am precizat in introducere, acela de a usura efortul demonstrativ din
sectiunile ulterioare, prin folosirea unor rezultate stabilite Tn acest calcul si prin
folosirea wunor tehnici demonstrative care raman coloana vertebrald a
demonstratiilor ulterioare (diferenta dintre aplicarea acestor tehnici in calculul
propozitiilor si aplicarea lor in logica de ordinul I constd, mai degraba, in cresterea
complexitatii).

Principalele caracteristici metateoretice asupra carora ne vom opri in
continuare sunt cele reprezentate de consistenta si mai cu seama completitudinea
calculului propozitiilor. De asemenea, vom sublinia o diferentd importanta intre
logica de ordinul I si calculul propozitiilor, respectiv faptul ca logica de ordinul I
este nedecidabila in timp ce calculul propozitiilor este un sistem logic decidabil.
Diferenta va fi subliniata prin prezentarea a douda demonstratii ale completitudinii
calculului propozitional: o demonstratie constructiva (efectiva), si o demonstratie a
carei structura va fi exportata pentru stabilirea completitudinii logicii de ordinul I.

La o privire sumara asupra istoriei demonstratiilor de completitudine ale logicii
de ordinul intai observim ci de la prima demonstratie — cea a lui Godel din 1930 —
au aparut cateva demonstratii alternative ale caror virtufi epistemologice nu sunt de
neglijat. Cea mai celebra demonstratie alternativa este, fara indoiald, cea datd de

Leon Henkin in articolul sdau ‘The completeness of the first-order functional

! Kurt Godel [1930], “Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils’, in Monatshefte
fiir Mathematik und Physik 31: pp. 349-360.
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calculus’ din 1949% Virtutile acestei demonstratii depasesc simplele consideratii
epistemologice tindnd de eleganta si simplitatea ei, aducand in prim plan o
modalitate ingenioasd de constructie a modelului unei teorii — este vorba de a
considera sintaxa sistemului ca materie primd de constructic a modelului. De
asemenea, meritd subliniat cd demonstratia lui Henkin de completitudine a logicii
de ordinul I se generalizeaza relativ usor si pentru logicile de ordin superior.

in 1959 Jaako Hintikka’ a propus o demonstratie de completitudine, inruditi cu
cea data de Henkin, care presupune constructia unei multimi de formule cu anumite
proprietati ce permit constructia unui model al respectivelor formule. Demonstratia
lui Hintikka a fost preluati, incepand cu Smullyan®, ca demonstratie ‘standard’ in
expunerea logicii de ordinul intai via tablouri analitice, si, mai departe, in sistemele
de deductie naturald’. Tmpreund, cele doua tipuri de demonstratic au devenit
‘canonice’, majoritatea manualelor de logicd prezentand una dintre ele ca
demonstratie a teoremei de completitudine. Istoric vorbind, insa, demonstratia lui
Godel nu a fost prima demonstratie de completitudine a unui sistem logic. In 1921
Emil Post® a oferit prima demonstratie de completitudine, ¢ drept, pentru un sistem
mai restrdns decat cel al logicii de ordinul intdi, respectiv pentru calculul
propozitiilor, asa cum acesta a fost expus in Principia Mathematica de catre
Russell si Whitehead’. Curios, insd, este ca demonstratiile alternative pentru
completitudinea calculului propozitional au aparut tot dupa demonstratia lui Godel
nu dupa demonstratia lui Post. Una dintre aceste demonstratii de completitudine a
calculului propozitiilor, aparutd, la randul ei, dupa demonstratia lui Gdodel , si
asupra cireia ne vom opri in continuare este demonstratia lui Laszlo Kalmar®. Ceea
ce este remarcabil Tn cazul acestei demonstratii este, pe de-o parte, caracterul ei

constructiv, care ofera o procedurd efectiva de determinare a demonstratiei unei

2 Leon Henkin Leon Henkin [1949a], ‘The completeness of the first-order functional calculus’ in The
Journal of Symbolic Logic 14, pp. 159-166.

3 Jaakko Hintikka [1955], ‘Form and content in quantification theory’, in Acta Philosophica Fennica,
8, pp. 11-55.

4 Raymond Smullyan [1995], First order logic, New-Y ork: Dover Publications.

5 Vezi Ian Chiswell and Wilfrid Hodges [2007], Mathematical Logic, Oxford: Oxford University Press.

® Emil Post [1921], “Introduction to a general theory of elementary propositions’ in American Journal
of Mathematics 43, pp. 163-185.

7 Bertrand Russell, Alfred Whitehead [1910], Principia Mathematica, Cambridge, UK: Cambridge
University Press.

¥ Laszlo Kalméar [1935], ‘Uber die Axiornatisierbarkeit des Aussagenkalkiils’, Acta Scientiarum
Mathematicarum 7, pp. 222-243.
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tautologii in cadrul calculului propozitional considerat iar, pe de altd parte,
simplitatea ei. De pilda, Alonzo Church, devoaland modalitatea de a demonstra
completitudinea calculul propozitiilor din cartea sa, Introduction to Mathematical

Logic, afirma ca:

the idea of applying Kalmar’s method to this formulation of propositional
calculus [the one present in § 10 of Introduction to Mathematical Logic n.n]
was suggested to the writer by Leon Henkin as yelding perhaps the briefest
available completeness proof for the propositional calculus (if based on
independent axioms with modus ponens and substitution as rules of

. 9
inference)

Mai mult, Leon Henkin noteaza intr-un articol in care generalizeaza procedura
lui Kalmar de demonstratie a completitudinii calculului propozitional pentru a
obtine o axiomatizare completa a oricarui fragment de logica propozitionala care

contine implicatia printre conectorii sdi primari, ca:

Of the several methods for proving the completeness of sets of axioms for the
propositional calculus perhaps the simplest is due to Kalmar, although it does
not appear to be widely known'®

Primul pas in prezentarea acestor rezultate este stabilirea riguroasd a cadrului
conceptual 1n care se vor desfasura aceste demonstratii. Dupa cum mentionam si
mai sus, vom incepe prin prezentarea a doud demonstratii de completitudine ale
calculului propozitional, una efectiva, a lui Laszlo Kalmar si una neconstructiva, a
lui Leon Henkin, dar de o importantd capitald in consideratiile ulterioare.
Demonstratia de tip Henkin a calculului propozitiilor va fi extinsa asupra logicii de
ordinul I. Dar, pentru a prezenta intr-un mod riguros aceste demonstratii trebuie sa

construim un sistem axiomatic al calculului propozitional.

% Alonzo Church [1956], Introduction to Mathematical Logic, Princeton, NJ: Princeton University
Press, p. 163, n. 288.

19 Leon Henkin [1949b], ‘Fragments of the propositional calculus’, Journal of Symbolic Logic, 14, pp.
42-48.
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UN SISTEM AXIOMATIC AL CALCULULUI PROPOZITIILOR

Un sistem axiomatic al calculului propozitiilor (C,) este un cvadruplu de multimi
C, =<4, Form, Ax, R;> 1n care:

1. 4 este alfabetul sistemului

2. Form sunt formulele bine formate ale sistemului

3. Ax sunt axiomele sistemului

4. R, sunt regulile de derivare ale sistemului.

1. Alfabetul calculului propozitional pe care il vom elabora in continuare este
format din multimea variabilelor propozitionale, multimea operatorilor logici, si

multimea formata din semnele de punctuatie, mai precis:

a) multimea variabilelor propozitionale, Var = {p,: ne N*}
b) operatorii logici, O = {—, —}
¢) semnele de punctuatie, P = {(,)}.

In acest caz, alfabetul 4 al calculului propozitional C, este format din
reuniunea tuturor multimilor de la punctele a) — ¢), adica, 4 = {Var U OU P}.

Intuitiv, variabilelor propozitionale le corespund propozitii simple
(nedecompozabile) din limbajul natural, cérora are sens sa la atribuim valori de
adevar, celor doi operatori logici ‘“—’, ‘=" le corespund in limbajul natural
implicatia si negatia, iar semnele de punctuatie sunt parantezele — paranteza stanga
‘(" si paranteza dreapta ‘)’ — folosite pentru citirea unica a formulelor. Dupa cum
stim din primul capitol al lucrarii, cu alfabetul 4 al unui sistem putem forma
multimea cuvintelor 4°, care, impreun cu operatia de concatenare formeazi un
semigrup liber generat. Ceea ce urmarim, in continuare, este sd delimitam din
multimea tuturor sirurilor finite de simboluri ce se pot forma cu elementele
alfabetului 4, o clasa de giruri, care, intuitiv, reprezintd enunturile cu sens formate
cu ajutorul acestui alfabet.

In acest scop, vom defini urmatoarele operatii pe multimea 4 *:

for A¥—A*,
1(9) = (""", unde ge A*
[ A*x A*—A*,
S50, v) = (" —>"y"), unde ¢, ye A*.
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Sa remarcam ca In aceste definitii operatiile f~(¢) si f(¢, v) sunt definite pe
multimea cuvintelor, prin intermediul operatici de concatenare ” definitd in

capitolul L.

2. Acum putem defini multimea formulelor bine formate (fbf), Form, ca fiind
G(A*, Var, F), adica Form = G(A*, Var, F), unde F = {f-, f.,}. Dupa cum am
stabilit In capitolul precedent, pentru a putea defini recursiv functii si aplica
principiul inductiei matematice pe multimea Form, este suficient si demonstram ca
sistemul (4", Var, F) are proprietatea citirii unice. Legatura dintre proprietatea
citirii unice si libera generare (care permite definirea recursiva a functiilor) este
asigurati de teorema recursivititii. Pentru a demonstra ci (4", Var, F) are
proprietatea citirii unice trebuie sd stabilim cateva rezultate preliminare si sa
precizam definitional conceptele implicate in aceste rezultate.

Observatie: dupa cum se poate remarca, in definitia functiilor /-, f~, si, in
consecinta, a formulelor bine formate am folosit anumite variabile @, y care nu
apartin  alfabetului sistemului considerat. Tehnic vorbind, acestea sunt
metavariabile. In continuare presupunem cunoscutd distinctia dintre limbaj si
metalimbaj si, corespunzitor, cea dintre variabile si metavariabile, ca si distinctia
dintre axiome si scheme de axiome, fara a insista asupra modului 1n care se
suplineste regula substitutiei prin introducerea schemelor de axiome. In acest sens,
axiomele Ax; — Ax; de mai jos sunt, propriu-zis, scheme de axiome.

Sa notdm, In continuare, numarul parantezelor stangi ale unui sir ¢e 4*cu

ps(o) si a celor drepte cu pd(o).
Lema 2.1: Pentru orice formula ge Form, ps(¢) = pd(o).

Demonstratie: Fie X = {¢/pe Form, ps(¢) = pd(¢)}. Evident, X< Form (din
definitia multimii X rezultd ca este o submulfime a mulfimii Form), asadar sa
demonstram ca Form C X. Conform lemei 1.5 tot ceea ce trebuie sd probam in acest
sens este ca X este o multime inductiva.

i) Var X [ps(pn) = pd(p,) = 0, p,€ Var]

i) Sa disjungem demonstratia pasului inductiv in doua subcazuri, corespunzatoare
celor doua functii care compun multimea F:

iia) Sa presupunem ca @€ X si sa demonstram ca f-(o).

iih) Sa presupunem ci @, ¥ € X si sd demonstram ca f-,(¢, y)e X.
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iia) Daca @e X, atunci ps(¢) = pd(¢) = n, ne N. Dar f(¢) adaugda o parenteza
dreaptd si una stanga in plus fatd de numarul parantezelor din ¢ pastrand, in acest
mod, egalitatea parantezelor drepte cu cele stangi, ps(f~(¢)) = pd(f-(¢)) = n +1
iib) Daca ¢, ye X, atunci ps(¢) = pd(¢) = n i ps(y) = pd(y) = m, n, me N. Dar
f-(p, v) adaugd o parentezd dreapta si una stdngd in plus fatd de numarul
parantezelor din ¢ si y, prin urmare ps(f (9, v)) = pd(f_(¢, y)) =n+m + 1.
Din iia) si iib) rezulta ca daca @, ye X atunci (o), f~(v), f-(0, v)e X.
Din §) si ii) rezultd ci X este o multime inductiva. In aceste conditii G = /< X. Dar
Xc G, prin urmare X = G.

Lema 2.1 ne spune, asadar, ca Form are proprietatea de a contine doar
elemente (formule) ce au un numar egal de parenteze drepte si stangi.

Remarca: pentru simplitatea argumentelor si demonstratiilor nu vom mai

mentiona, In continuare, lema 1.5, mai ales unde contextul aplicarii este evident.

Lema 2.2: Pentru orice formula ¢e Form, dacd w este un segment initial propriu
al formulei ¢, atunci ps(w)>pd(w).

Demonstratie Fie X = {¢/¢pe Form, cu proprietatea ca pentru orice segment initial
propriu w al formulei @, avem ps(w)>pd(w)}. Sa demonstram ca aceastd multfime
este inductiva.

i) Pentru orice ¢€ Var, ¢ nu are segmente initiale propri, prin urmare g€ X (in mod
vacuu), de unde rezulta ca Var C X.

i) Fie ¢, ye X. Conform ipotezei inductiei, ps(w)>pd(w), unde w este un segment
initial propriu al formulelor ¢ sau y. Asupra acestor formule putem aplica doar cele
doua functii £~ si f-,. Sa le consideram pe rand:

I) Prin aplicarea functiei /- asupra formulei ¢ obtinem (—¢). Segmentele initiale ale
acestei formule sunt:

L. (

2.(—

3. (—w, unde w este un segment inifial propriu al formulei ¢

4.0

Cazul 1.si 2. verifica evident inegalitatea ps(w)>pd(w), in cazul 3 aplicam ipoteza

inductiva iar in cazul 4 aplicam lema 2.1 pentru a obtine aceeasi inegalitate
ps(w)=pd(w).
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II) Prin aplicarea functiei /-, asupra unor formule ¢ si v obtinem formula (¢p—v).

Segmentele initiale ale acestei formule sunt:

1. (

2. (w unde w este un segment initial propriu al formulei ¢

3.(o

4. (p —

5. (p — wunde w este un segment initial propriu al formulei y

6.(p— v

Cazul 1. verifica evident inegalitatea ps(w)>pd(w).

Cazul 2. verifica inegalitatea ps(w)>pd(w) prin aplicarea iptezei inductiei.

Cazul 3. verifica inegalitatea ps(w)>pd(w) prin aplicarea lemei 2.1.

Cazul 4. verifica inegalitatea ps(w)>pd(w) prin aplicarea lemei 2.1.

Cazul 5. verifica inegalitatea ps(w)>pd(w) prin aplicarea ipotezei inductiei si al
lemei 2.1.

Cazul 6. verifica inegalitatea ps(w)>pd(w) prin aplicarea lemei lemei 2.1.

Lema 2.3: Daca w este un segment initial propriu al unei formule, atunci w nu

este o formula.

Demonstratie: din lema 2.2 rezultd ca pentru orice segment propriu w al unei
formule o€ Form, avem ps(w)>pd(w), prin urmare, conform lemei 2.1 w¢ Form,

iar in cazul formulelor e Var acestea, evident, nu au segmente proprii.
Lema 2.4: Pentru orice e Form, fie wy(1) = p,, p,€ Var, fie wy(1) = (.

Demonstratie: fie X={¢/¢e Form, astfel incét, fie wy(1) = p,, p,€ Var, fie wy(1) =(}
i) evident Var C X (pentru orice p,, p,€ Var, w, (1) =py).

ii) sa presupunem ca @, ye Form, si sa demonstram ca f-(¢), /-(9, y)e Form. Daca
@€ Form, atunci f~(¢) = (—¢), de unde rezultd ca we (1) = (, iar daca ¢, ye Form,
atunci f-,(@, y) = (¢ — V), de unde rezultd cd wr, ) (1) = (.

Din i) si ii) rezulta cad Form C X. Dar XC Form (din definitia multimii X rezulta ca

este o submultime a multimii Form) prin urmare X = Form.

Teorema 2.1: (teorema de descompunere unicd) Sistemul (4", Var, F) are
proprietatea citirii unice.
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Demonstratie: i) Sa demonstram cd pentru f- si f,, f(Form)N\Var = @ si
fo(Form) N Var = @, adica pentru orice @, ye Form, f-(¢)N Var = @, si f_(o,
W) Var = @,. In acest scop si observam ¢ wy,)(1) = Wy (1) = ( # p,, pentru
orice, p,€ Var, ¢, ye Form.

if) Sa demonstram ci f-(¢)! Form si f(¢, y)!I Form sunt injective. Fie, in acest
scop, ¢, y € Form, si sa presupunem ca f~(o)! Form = (—¢) = (—y) = f~(y)! Form.
Din (—¢) = () rezultd cd ¢ = v, asadar (1) f-(¢)! Form este injectiva. Fie, @, v, ¥,

o€ Form, si sa presupunem ca f_,(o, y)! Form = (9—V) = (y—0) = f_(x, o)l Form.
Din (p—vy) = (y—0) rezultd cd ¢ — y =y — o. Acum, fie ¢ =y, fie ¢ este un
segment initial propriu al formulei y, fie ¢ un segment initial propriu al formulei .
Dar ultimele doua cazuri sunt excluse de lemei 2.3. Prin urmare ¢ = y: Dacd ¢p—w

=x—0 $i ¢ =, atunci —y = —0o, de unde rezulta in continuare ca y = o, adica (2)

f-(o, W)t Form este injectiva. Din (1) si (2) rezultd ca f~(o)! Form si f(¢, ) Form
sunt injective
iii) Sa demonstram ca f-(Form)Nf_(Form) = @, mai precis cd nu existd ¢, v,
v Form astfel incat f-.(¢) = f_(v %). Fie ¢, vy, ye Form si sa presupunem ca f-(¢) =
J- (v, %), adica (—@) = (y—7). Din ultima egalitate deducem ca —¢ = y—y, de unde,
mai departe, putem infera cd w,(1) = —. Dar, pentru cd ye Form, rezulta, conform
lemei 2.4, ca fie wy(1) = p,, p,€ Var, fie w,(1) = (, ceea ce contrazice rezultatul
wy(1) = — obtinut din presupunerea cd (—¢) = (y—), de unde deducem ca (—¢) #
(yv—), si, mai departe, ca f-(Form) Nf_(Form) = Q.
Din i), ii) si iii) rezulti ci sistemul (4", Var, F) are proprietatea citirii unice.
Conform teoremei recursivitagii putem defini recursiv functii pe multimea
formulelor sistemului Form.
Corolar 2.1: orice formula ¢e€ Form are una si numai una dintre urmatoarele
forme:

) ¢=p,pe€Var

ii) ¢ =(—y), ye Form

iii) @ = (y—x), y, x€ Form
Demonstratie: decurge din teorema 2.1 plus faptul ca variabilele nu sunt imaginea
nici unei functii () sau f-(9, y), iar codomeniile functiilor f~(¢) si f-(¢, ) sunt

disjuncte, asadar, fiecare formula ¢ este unic determinata de cele trei conditii.
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Rezultatele de mai sus ne permit, in consecintd, sa folosim instrumentele
recursivitatii pentru a defini functii, si inductiei pentru a demonstra proprietati ale
formulelor. In acest sens, sa definim cateva notiuni implicate in demonstratiile pe

care le vom prezenta in continuare'.

Definitie 2.1: (complexitatea unei formule c(9)) Fie o€ Form. Definim c(o):

Form — N:
i) Daca ¢ = p;, p;€ Var, atunci c(p;) = 0.
ii) Dacd ¢ = (), atunci c() = c(y) + 1.
iii) Daca ¢ = (v — %), atunci c(¢) = max(c(y), c(y)) + 1, unde max(c(v), c(x))

este cea mai mare valoarea dintre c(y) si c(y).

Definitie 2.2: (variabile propozitionale vp(¢)) Fie ¢€ Form. Definim vp(o):
Form — P{A}:

i) Daca ¢ = p;, p;€ Var, atunci vp(@) = {p;}.

i1) Daca ¢ = (—v), atunci vp(@) = vp{vy}.

iii) Dacé ¢ = (y — ), atunci vp(@) = vp{y} Up{x}.
Fie o€ Form si vp(9) = {py, ..., p,}. Notam, In continuare, acest fapt prin: ¢(py, ...,
Dn)
Definitie 2.3:  (subformula imediata SFI): Fie o€ Form. Definim SFI(¢): Form
— P{Form}:

1) Daca ¢ = p;, p;i€ Var, atunci SFI(¢) = Q.

ii) Daca ¢ = (), atunci SFI(¢) = {y}.

iii) Daca ¢ = (v — ) atunci SFI(¢) = {v, %}.
Definitie 2.4:  (subformula, SF(¢p)): Fie ¢€ Form. Definim SF(9): Form —
P{Form}:

1) Daca ¢ = p;, p;€ Var, atunci SF(¢) = {p;}.

i1) Dacad ¢ = (), atunci SF(9) = {(—y)} U SF(y).

ii1) Dacd ¢ = (y — y) atunci SF(@) = {(y—y)} U SF(y) U SF(y).

11 - I . . . . n .
Dupé cum am insistat pe parcursul capitolului anterior si demonstrat in acest capitol, teorema de
descompunere unica cuplata cu teorema de recursivitate legitimeaza folosirea definitiilor recursive.
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In continuare, vom defini o operatie sintactici — substitufia — care reprezinta,
printre altele, unul dintre instrumentele principale de generare a tautologiilor, pe
care o vom generaliza pentru cazul logicii de ordinul I §i a carei importanta in
dezvoltarea calcului propozitional si a logicii de ordinul I nu poate fi usor
subestimata. Intuitiv, operatia de substitutie presupune inlocuirea simultand cu o
formula'? oarecare a calculului propozitional, a tuturor ocurentelor unei variabile
dintr-o formula.

Fie pe Form,
¢ =(((p1 = p2) = (1 — (p2) — (p1))
Evident, o(p;, p2), pentru ca vp() = {p;, p>}. Sa substituim una sau mai multe
variabile ale unei formule ¢(p,, ..., p,) cu alte formule ¢y, ..., ¢,". Notam rezultatul
substitutiei prin @(@,/py,..., ¢./p,). Fie, pentru a continua exemplul nostru,
¢1=(po) s
02 = (p1 = p2).
Rezultatul substitutiei ¢(¢1/p;, ¢2/p;) este:
O(@1/p1, 92/p2) = (((Cp1) — (1 — p2) = ((p1) = 1 — p2) — (F(p1)

Este rezultatul unei astfel de substitutii o formuld propozitionald? Pentru a

demonstra ca este avem nevoie de o definitie riguroasd a substitutiei variabilelor

propozitionale. latd aceasta definitie:

Definitie 2.5:  (substitutia) Pentru orice o(p;, ..., pn), ©¢1, ..., @€ Form, pj...,
pn€ Var:

0@ /Py s /D)= @, dacii=1n

1. Daca ¢ = p;, atunci o
o(Q,/py5-, 9,/p,) = p;, dacdi #1,n

2. Daca ¢ = (—y), atunci @(Q1/p;..., 9./pn) = ((W(@1/py..., 0./p1))).
3. Dacé ¢ = (y—), atunci (Qi/p;..., 04/pn) = (W(@1/P1-.s 0u/P) X (@VP 1. PulPn))-

Cu ajutorul definitiei de mai sus putem demonstra ca:
Lema 2.5: Rezultatul unei substitutii este o formuld a calculului propozitiilor.

Demonstratie: prin inductie pe multimea formulelor.

12 Formula substituenti poate fi chiar variabila propozitionald substituita.
¥ Nu e necesar ca aceste formule si fie distincte si, asa cum mentionam in nota precedenti, pot fi for-
mate din variabile propozitionale, identice cu cele substituite.
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3. Axiomele (Ax):

Axiomele calculului propozitional sunt toate formulele, o€ Form, obtinute ca
instante substitutionale ale urméatoarele scheme de axiome:

Axi: (9 = (v — 9))

A (0 = (W =) = (9 = ¥) = (0 =)

Axz: ((C@) = (W) = (v — 9))

Exemplu: (p; — p3) — (p2 — (p; — ps3))) este o axioma obtinuta din schema Ax;

prin substitutiile: (p; — p3)/o, p2/v.
4. Reguli de derivare (Ry):
Modus ponens (mp): Daca @, ye Form, atunci din ¢ si (¢p — ) putem infera y.

Unul dintre motivele construirii unui sistem formal este definirea precisa a ce

anume constituie o demonstratie.

Definitie 2.6: (demonstratie) O demonstratie a unei formule pe Form in sistemul
axiomatic considerat este un sir finit de formule ¢, — @, astfel incat ¢ = @, si pentru
orice k<n,
1) @y este o instantd a unei scheme de axiome din Ax (@, este o axiomad) sau
i1) @ rezultd, prin aplicarea regulii modus ponens, din formulele @;, ¢, unde i,
J<k o @
Secventa ¢, — @, se numeste demonstratia formulei ¢ iar formula ¢ este o teorema,
formal, |— ¢, daca existd o demonstratie a acesteia in sistemul axiomatic considerat.
Pentru discutia ulterioara este convenabil sa introducem notiunea de demonstratie
din asumptii, sau din ipoteze. Vom intelege prin deductie o astfel de demonstratie

din asumptii sau ipoteze. Fie £ o multime de formule ale calculului considerat.

Definitie 2.7: (deductie) Numim deductie a unei formule ¢ din asumptiile sau
ipotezele X un sir finit de formule <@, ¢, ..., ¢,> astfel incat ¢ = @, si pentru orice
k<n,

1) o€ AX (@ este 0 axioma)

il) @i X (@ este una din formulele din X)

iii) @, rezulta prin aplicarea regulii modus ponens din ¢;, ¢; unde 7, j < k.

Sirul <@y, @, ..., ¢,> se numeste deductia formulei ¢ din asumptiile sau

ipotezele . Simbolic: | ¢.
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In acest context, putem reprezenta formal regula de deductie modus ponens in
urmatorul mod: {@, (p — )} |-\|1

In continuare enumeram fira a oferi toate demonstratiile — dar cu invitatia ca
cititorul sd incerce sd demonstreze, ca exercitiu al Intelegerii definitiilor de mai sus
— cateva rezultate necesare in demonstratia de tip Kalmar a completitudinii
calculului propozitional, mai precis cdteva scheme de teoreme ale sistemului
axiomatic, unele proprietati ale relatiei de deductibilitate |- precum si o teorema ce

stabileste corespondenta dintre implicatie — si relatia de deductibilitate |-

Scheme de teoreme ale C;:

T, |' (¢ —9)

T; (0 = (~(9))

T; | ((—9) — (9 — v))

Ty F(v— (0> W)

Ts | (¢ — ((Cy) = (~(¢ — ¥))))

Ts | (0 = w) = (C9) > ) = )

T; F () = )= (C9) = (")) — ¢)
Ts | (9 = ) = (¢ = (¥)) = (—9))
Ty | (~(9 — ) — ¢)

Tio (0 = v) > ()

Tu F (9 = ) = (¢ — (v = 1)) — (¢ > %)

Ca mostrd de (meta)demonstratic'* oferim mai jos una dintre demonstratiile

schemei teoremei Ty:

L F (o= (v = 9)—=9) = (¢ = (v — 9)) — (¢ — 9))) [Axa(y — O, ¢/1"]
2. F(o = (v = 9) = ) [Axy, (v — 0)/y]

3. F (@ — (v — 9)—(9 — 9)) [1, 2, mp]

4. (o — (v — ) [Ax,]

5. F (o — ¢) 3,4, mp]

4 Spunem (meta)demonstratie pentru ci demonstratia care urmeazi nu reprezinti o demonstratie in
sensul definitiei 2.6, ci este, mai degraba, o retetd metademonstrativa a schemei de teorema (¢ — ¢).

15 Evident, substitutia, in acest caz, nu este definitd, si comitem un abuz de folosire a substitutiei, dar
este un abuz menit sa clarifice provenienta formulei (y — (¢ — v)) si sd@ acomodeze cititorul cu
practica substitutiei.
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Proprietiti ale relatiei de deductibilitate |-:

1. {o} |-q) (‘regula asumptiei’'®~ AS.)

2. Daca X |-(p si {o} |-\|1 atunci X |-\|I (‘regula taieturii’ — CUT)

3.Daca X |-(p atunci X UA |-(p (‘regula atenuarii’ —~THIN), unde A c Form.
Proprietatea 1., de pilda, decurge din clauza ii) a definitiei relatiei de deducti-
bilitate.

Teorema 2.2: Teorema deductiei: X, {¢} |-\|1 ddaca X |-((p — ).

Demonstratie
Suficienta [prin inductie pe lungimea [; = <@, ¢2, ..., @,> = n a deductiei
formulelor] Sa presupunem ca X, {¢} |- v si sd demonstrim ca X |— (o — ).
Cazul de bazi [, = 1. In acest caz, formula de dedus ¢, = y se incadreazi intr-una
1) ye Ax (v este o axioma)
2) ye X (v este una din formulele din X)
v=0
In situatia 1), formula y poate fi derivata din orice multime X. In particular,
My
@) Z F (v — (¢ = v) [Axi(y/o, 9/y)]

3) 2 Fo—w (D), 2), mp]

In situatia 2), avem
4 Z by [AS]
5) Z F (v — (0 — v) [Axi(y/o, 9/y)]

©) Z | (o — v) [(4), (5), mp]

In situatia 3), avem
(7 X |-((p — ) [vezi demonstratia de mai sus a Ty]
Pasul inductiv
Sa presupunem ca pentru orice deductii cu [, < n are loc:
(IH) Daca X, {¢} |-\|1, atunci X |—((p — ).

Acum, [, = n poate fi obtinutd doar prin aplicarea uneia dintre cele 3 conditii ale

definitiei deductiei 1), ii) sau iii) sau a cazului cand ¢ = y. Primele doud conditii si

'S Desi aceste proprietati sunt, de fapt, metateoreme ale Cp, am decis sa preluim denumirea lor din
calculul secventilor, unde apar ca reguli structurale.
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cazul ¢ = y sunt acoperite de demonstratiile situatiilor 1), 2) si 3) ale cazului de
baza. Singura modalitate de obtinere a deductiei formulei y rimane, in consecinta,
prin aplicarea regulii modus ponens. Sa consideram, asadar, ca vy = ¢, a rezultat

prin aplicarea regulii modus ponens din ¢;, ¢; = (¢; — ¢,) unde i, j < n. In aceastd

situatie,
©) Z k(@ — ) [(H)]
si
(10) Z F (9 — (¢: — ¢,)) [(IH)]
Dar

(1) Z F (0 = 0) = (@ = (@ = @) —=(0 = 0.)) [T1(W/ei, /0,) 5i THIN]
(12) Z | ((9 = (@i = 9a) = (¢ — 94)) [(9), (11), mp]
(13) = } (9 — @) [9), (12), mp]
Cum y = ¢, rezultd cd X |— (p — wy) si cu aceasta suficienta teoremei este
demonstrata.
Necesitatea: sa presupunem cé (1) X |— (¢ — ) si sa demonstram ca X, {@} |— V.
(1) = } (¢ — ) [presupunere]
) =, {¢} Ko — ) [(1) si THIN]
3) Z, {0} Lo [AS]

@ =, {0} Fv ). 3), mp]
Observatie: Sa notam ca teorema deductiei are un carcater constructiv, in sensul in

care ofera retete de constructie, in sistemul axiomatic descris, a demonstratiilor
implicate in suficienta §i necesitatea teoremei: pornind de la X, {(p}|- v,
demonstratia suficientei teoremei ne arati cum anume si construim demonstratia'’
formulei (¢ — y) din asumptiile X, respectiv, pornind de la X |— (o — v),
necesitatea teoremei ne aratd cum sa construim demonstratia formulei y din
asumptiile X, {¢}.

In continuare, vom simplifica notatia de tipul {¢} |— y prin omiterea acoladelor.
De asemenea, sd remarcam cd in sistemul axiomatic descris mai sus putem
recupera recupera operatorii logici corespunzitori conjunctiei, disjunctiei si
echivalentei prin intermediul urmatoarelor definitii:
Conjuncia [ A]: (¢ A W) =4 ~(¢ — ~). Disjunctia [V ]: (9 V V) =g (C@) = V).
Echivalenja: [=]: (9=v) = (¢ — W) = ~(¥ — 0)).

' In sistemul axiomatic descris, desigur.



Calculul propozitiilor 47

ASPECTE SEMANTICE ALE CALCULULUI PROPOZITIONAL

Strategia prin care vom dezvolta latura semanticd a unui sistem formal consta
in identificarea unei modalitati de a atribui sistematic semnificatii componentelor
sintactice. Desigur, aceasta atribuire trebuie sd respecte constructia sintacticd a
formulelor si sa atribuie intr-un mod consistent semnificatii. In continuare, vom
prezenta modalitatea devenitd intre timp canonica 1n logica matematica de a atribui
sistematic semnificatii componentelor sintactice — ceea ce revine, de fapt, la a
construi o interpretare a limbajului sistemului formal. Ideea de bazd a acestei
modalitati este de a trata limbajele formale drept algebre sau sisteme de generare si,
in consecintd, de a concepe interpretarea unui limbaj ca un homomorfism de la
alegebra/sistemul de generare considerat la un model adecvat ales. Riscul pe care
orice astfel de interpretare 1l comporta este acela al inconsistentei atriburilor iar un
caz paradigmatic al acestui tip de risc a constituit obiectul teoremei 1.17 din
capitolul anterior. Daca, insd, sistemul este liber generat, atunci, asa cum am vazut,
putem defini recursiv functii, ceea ce inseamna cd nu riscdm sa atribuim
semnificatii inconsistente, iar teorema 2.1 $i teorema recursivitdtii ne asigura ca
sistemul axiomatic al calcului propozitiilor prezentat mai sus este liber generat. in
acest punct al discutiei putem surprinde mai bine relevanta demersului din capitolul
anterior. Interpretarea limbajului calculului propozitiilor se va realiza, asadar, prin
constructia unui homomorfism. Iar procedura de constructie a acestui homomor-
fism presupune, intr-un prim pas, atribuirea de semnificatii componentelor atomare
ale sintaxei, iar intr-un al doilea pas, transformarea sistematica a acestor semnifi-
catii intr-un mod care sd oglindeasca aplicatiile functiilor sintactice asupra
formulelor. Aceastd procedurd se poate implementa elegant prin intermediul

functiilor de evaluare si al extensiei acestora.

Definitie 2.8: (evaluare) Se numeste evaluare orice functie v: Var — {0, 1},
care atribuie o valoare de adevar determinata (in cazul de fatd fie falsul — 0, fie

adevarul — 1) variabilelor propozitionale.

R

Multimea tuturor evaludrilor este 2"= 2 = ¢, unde Var este cardinalul

multimii variabilelor propozitionale.
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Definitie 2.9: (interpretare): Fie v o functie de evaluare. Se numeste interpretare
si se noteaza cu i, i: Form — {0, 1}, extensia homomorfica a functiei de evaluare v
specificatd prin urmatoarele clauze:

1. Daca ¢ = p;, atunci i(o) = i(p;) = v(p,), p:€ Var.

0,dacai(y)=1

2. Daca ¢ = (~), atunci i(¢) = i(~y) =
acd @ = (Ty), atunci i(¢) = i("y) {l,altfel

0,dacai(y)=1, i(yx=0

3. Dacd ¢ = (y — ), atunci i(¢) = i(y — ) =
1, altfel

unde o, y, x€ Form.

Definitie 2.10: (model): Se numeste model al formulei o€ Form orice evaluare v
care se extinde la o interpretare i astfel incat i(p) = 1. Se numeste model al unei
mulfimi de formule I c Form, orice evaluare v care se extinde la o interpretare i

astfel incat i(¢) = 1, pentru orice @& I', prescurtat i(I') = 1.

Definitie 2.11: (satisfiabilitate) O formula o€ Form este satisfiabild daca exista
un model al formulei @. O multime de formule I'c Form este satisfiabila daca

existd un model al lui I'.

Discutia de pand acum si precizarile definitionale de mai sus nu infirma ideea
ca pentru a testa daca o formuld o€ Form este satisfiabila, trebuie sa verificam cele

2% posibile evaluari, cu scopul de a determina o interpretare i in care i(¢p) = 1. Un

moment de reflectie, insa, ne arata ca nu toate cele 2 Ro interpretari sunt relevante

ci doar cele in care variazd valoarea semanticd a variabilelor propozitionale ale
formulei ¢. De pilda, pentru a determina daca formula ¢(p,, ..., p,) este satisfiabila
sunt irelevante acele evaluari v in care valoarea semantica w(p;), i = Ln, a
variabilelor ramane neschimbata. Pentru a demonstra suficienta restrictiei
evaludrilor relevante pentru satisfiabilitatea unei formule o(p,, ..., p,)€ Form la
cazul variabilelor propozitionale {p;, ..., p,} ale formulei ¢ vom proceda in
urmétorul mod: vom demonstra ca orice doua evaluari care diferd in atribuirea de
valori acelor variabile care sunt diferite de variabilele propozitionale ale formulei
¢, dar care pastreaza valorile tuturor variabilelor propozitionale ale lui ¢, se extind

la doua interpetari care atribuie aceeasi valoare semantica formulei ¢.
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Lema 2.6: (Lema coincidentei evaluarilor): Fie o(py, ..., p,), 9€ Form, v;: Var —
{0, 1} si v,: Var — {0, 1} astfel incat v,(p;) = v(p;), pentru orice i = ﬁ sivi(py) #

va(py), pentru orice k # I,_n In aceste conditii, i,(¢) = i-(®).

Demonstratie: [prin inductie pe Form]
Cazul de baza: ¢ =p,, p;e Var.
i(p) =i)(p:)
= v(p;) [definitia lui 7]
= vy(p;) [ipoteza teoremei|
= iy(p) [definitia lui 7]
Pasul inductiv: sa presupunem ca vy, ye Form au proprietatea ca i;(y) = i>(v), i;())
= i,(y) si sd demonstram cd (v — %), (Ty) au aceeasi proprietate, adica i,(—y) =
ix(7y), respectiv i;(y — ) = ix(y — %)
Cazul L. ¢ = ().
(@) = i,(y)
0,daca i =1
- A= e fnitia Tui 1]
1, altfel
0,daca i =1, . )
= 2(¥) [ipoteza inductiva]
1, altfel

= i,(—y) = ix() [definitia lui i]
Cazulll. o = (y — %)
i1(9) = i1(y — %)
0, dacai,(y)=1. 40p=0
= 235 (y) G [definitia lui 7]
1, altfel

[ipoteza inductiva]

_ |0,dacai,(y)=1, i,(xx=0
1, altfel

= i)(y — %) = i2(p) [definitia lui 7].

Dupa cum subliniam mai sus, lema coincidentei evaluarilor are un efect cat se
poate de practic: restrange verficarea satisfiabilitatii unei formule g Form de la
toate evaludrile posibile ale variabilelor la toate evaluarile posibile ale variabilelor
propozitionale vp(p) ale formulei ¢. Numarul evaluarilor posibile — pe care il vom
nota in continuare cu #v(¢p) — ale variabilelor propozitionale ale unei formule
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@€ Form este usor de determinat, confom egalititii'®: #v(¢) = 2"7?, unde vp(@)

este cardinalul multimii vp(p). Pentru ca orice formula este un sir finit de simboluri
ale alfabetului ales, formula va contine un numir finit de atomi. In consecinti,
verificarea satisfiabilitatii unei formule & Form, vp(9) = {p;s, ..., pa}, S€ poate
efectua mecanic, aplicind clauzele recursive ale interpretarii 7 la toate evaludrile

posibile ale variabilelor propozitionale ale formulei ¢, evaluari in numar de #v(¢) =

270 = 2 ip practica, reprezentarea celor 2" evaludri posibile ale vp(o) si
identificarea evaludrilor in care formula ¢ este satisfiabild se face prin intermediul
tabelelor de adevar. Mai jos oferim un exemplu de determinare a satisfiabilitatii
unei formule prin metoda tabelelor de adevar.

Exemplu: Fie formula ¢ = (~<(~(-p1) — p2) = p2)) — (92 = p3) = (0 = p3)),
unde vp(9) = {p;, p> ps}, asadar avem ¢(p;, ps, ps). In conformitate cu lema
coincidentei evaluarilor, pentru a determina dacd formula ¢(p;, p,, p;) este
satisfiabila este suficient sd restrdngem verificarea satisfiablilitatii la evaluarile

posibile ale vp(¢), unde numarul evaluarilor posibile se calculeaza cu formula de

ma sus, #v(Q) = 270 — 2 — 8 Cele 8 evaluiri posibile (ale vp(¢)) sunt

reprezentate sub forma celor 8 linii din primele trei coloane ale tabelului':

(1) (Cp) | ~(CpD) (p—ps)—
pi | p2| P3| TP —p) | —=p2)—p3) | r—ops) | 0—ps) | (Pi—D3) A—B | ¢
—p2) —p) -4 _3
0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0
1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0
1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0

Dupa cum se poate observa din tabelul de mai sus existd doar o singura evaluare v

in care formula ¢ = (F((~((("p:) — p2) = p3)) = (P2 = p3) = (p1 — p3)))) este

'8 Nu vom oferi aici demonstratia egalitatii, dar precizim ci se poate proba prin inductie matematica
iar cititorul interesat poate si este incurajat sa construiasca singur o demonstratie.

! Pentru a dimensiona tabelul la o scald ce permite reprezentarea in pagini am omis unele paranteze
din formula ¢.



Calculul propozitiilor 51

satisfiabila, cea in care v(p;) = 1, v(p,) = 0 si v(p;) = 0, ceea ce revine la a spune ca
formula ¢ are doar un model. Procesul de verficare a satisfiabilitatii unei formule
oarecare, adicd a existentei unui model al formulei in cauzd are o relevanti
deosebita in informatica si stiintele computationale, unde este cunoscut sub
denumirea de model checking. Desi este banal in calculul propozitiilor, in logica de
ordinul I si 1n extensiile modale ale acesteia procedeul de model checking este mult
mai complex si reprezinta o tema importantad de cercetare.

Definitie 2.12: (tautologie) O formula ge Form este o tautologie, simbolic |= (0]

ddaca orice evaluare v este un model al formulei o.

Definitie 2.13: (contradictie/inconsistenta semantica) O formula o€ Form este
contradictorie sau inconsistenta ddaca nici o evaluare v nu este un model al
formulei ¢. O multime de formule I'c Form este contradictorie semantic sau
inconsistentd semantic ddaca nu exista nici o evaluare v astfel incat i(I') = 1, adica,

daca multimea I" nu are nici un model.

Definitie 2.14: (consecinta tautologica): O formuld ¢e Form este consecinta
tautologica unei multimi de formule I' © Form, simbolic I' |= ¢, ddaca nu exista nici
o evaluare v astfel incat i(I') = 1 si i(¢) = 0, adicd ddaca orice model al lui I" este si

un model al formulei .

Determinarea caracterului tautologic respectiv contradictoriu al unei formule
arbitrare @€ Form cat si a faptului cd o formula ¢e Form este consecinta
tautologica a unei multimi I'c Form se poate realiza, de asemenea, prin metoda
tabelelor de adevar.

Faptul cd @€ Form nu este consecinta tautologica a unei multimi de formule

I'c Form se noteaza prin I ¥ (pzo, ceea ce inseamna, evident, ca nu orice model al
multimii I” este si un model al formulei .

In continuare, vom subintelege prin referinta la o evaluare oarecare v si
interpretarea i care extinde in mod unic evaluarea v ca acestea sunt definite
adecvat, v: Var—{0, 1} si i Form—{0, 1}. De asemenea, acolo unde
demonstratiile sunt laborioase i necesitd mai multd concentrare asupra surprinderii

tiparului care organizeaza migcarea demonstratiei vom comite un abuz de limbaj si

2 Surprinzitoare notatia, nu-i aga?
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vom vorbi despre existenta unui model al unei formule arbitrare e Form sau al
unei multimi I’ Form in termenii existentei unei interpretari i(¢) = 1 sau (') = 1
desi vom intelege ca este vorba, de fapt, de existenta unei evaluari v care se extinde
la o interpretare i care are proprietatile respective.

In acest punct al lucrarii avem stabilite toate notiunile pentru a construi latura
semantici a operatiei de substitutie. In acest sens, vom incepe prin definirea
evaludrii unei formule atomare In care am substituit valoarea unei variabile
propozitionale cu valuarea unei formule, apoi vom extinde aceastd evaluare la o
interpretare pe multimea tuturor formulelor, In maniera in care am procedat si la

definirea evaluarilor si intepretarilor formulelor sistemului nostru.

Definitie 2.15: (evaluarea unei formule substituite) Fie v o evaluare a variabilelor
Dis o Pu §i @€ Form o formula atomard, ¢ = p;. In aceste conditii, definim o
evaluare vi[o(oi/p;..., ¢./p,)] ca fiind valoarea pe care o obtinem prin substitutia

v(p;) cu i(;), unde i este interpretarea care extinde evaluarea v. Formal,

i(p),dacdp=p;, i=1n
v(p,).daca p=p,, k#Ln

V[Q(@1/P -y 9ulpa)] = {

Aceasta functie de evaluare v, se extinde la o interpretare i; peste multimea
tuturor formulelor, asa cum ne-am agtepta, adicd similar modului in care o

interpretare i oarecare se extinde:

Definitie 2.16: (interpretarea unei formule substituite) Fie v @(@i/p; ..., ©u/pn)]
evaluarea unei formule atomare rezultate prin substitutia @(@/p;..., ,/p,). Definim
extensia i,[Q(Q1/p;..., @u/pn)]: Form—{0, 1} prin urmatoarele clauze:

1. Dacd ¢ = p;, atunci i[@(@1/p;..., ©4/pn)] = Vi[@(@1/p1..., ©u/PA)], pi€ Var.

0, dacd i [yyp,/p; ...0,/p,)]=1

2. Daca ¢ = (—y), atunci i[@(@(/p;..., ©./py)] =
1, altfel

3. Daca ¢ = (y — ¥), atunci

0,daca i [yyp,/p, ...@,/p,)]1=1si i [ x(@/p, ...0,/p,)]=0
1, altfel

b

L[Q(@1/pr1..., Pu/Pn)] = {

unde, evident o, ¢y, ..., p,€ Form.

Fie, acum, o evaluare v si extensia corespunzatoare i. O bund intrebare este

dacd valoarea semanticd pe care extensia i[o(¢i/p;..., ¢,/p,)] o atribuie formulei
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o(Q1/p;..., Pu/p,) este unicd si coincide cu valoarea pe care extensia i o atribuie
rezultatului substitutiei. Raspunsul este afirmativ §i este probat de lema de mai jos,
care, In esentd, ne spune ca interpretarea i(¢(¢/p;..., ¢,/p,)) a formulei o(p,/p;...,
¢./p,) ce rezultd dupa efectuarea operatieci de substitufie este aceeasi cu
interpretarea i[@(@i/p;..., ©./p,)] a formulei de substituit dar In care in care
valorilor variabilelor de substituit i(p;), ..., i(p,) sunt inlocuite cu valorile

formulelor substituante i(¢;), ..., i(@,).

Lema2.7: Fie @, ¥, ¥ , @1, ..., 9,€ Form, p..., p,€ Var. In aceste conditii,
QPP 1. Ou/Pn) = L[Q(QUP1.... PulPi)].

Demonstratie: [prin inductie pe complexitatea formulei @]

Cazul de baza: c¢(p) = 0. Prin urmare, o€ Var. Sa presupunem, fard a pierde din

generalitatea argumentului, ca ¢ = p;.

I. Dacd i = 1,n, atunci:
i[o(Qi/py, ..., 0./pn)] = i(¢;) [definitia substitutiei]

= v{o(e1/p;..., 0./p,)] [definitia evaluarii v]

= i[o(Qi/p;..., P./p,)] [definitia interpretarii i ]
II. Daca i # E , atunci,
i[o(1/pis ...y Oulpn)] = i(p;) [definitia substitutiei]

=v(p;) [definitia interpretarii 7]

=vo(e1/pi, ..., Pu/py)] [definitia valuarii vg]

= i[o(1/py, ..., ©./ps)] [definitia interpretarii i].
Pasul inductiv: c(¢) = n si i(e(Q1/py, ..., Ou/py)) = i 0(01/p1s ..., ©,/p,)] pentru orice
formula ¢ astfel incat ¢(¢) < n. Deosebim doud cazuri:
III. ¢ = (—y) si c(y) < n. In acest caz:
WQ(Q1/p1y ooy Oulpn)) = i(—(w(Q1/pj..., ©u/py))) [definitia substitutiei].

0,daca i /Dy .../ =1
= aca i(Y(@y/py - @u/p,)) [definitia interpretarii /]
1, altfel
0,daca i, /py ..o /p )]=1
= { aca [,[W(@i/py - @u/p, )] [ipoteza inductiei]

1, altfel

=io(i/py, .., Ou/ps)] [definitia interpretarii i].
IV. ¢ = (y—), iar c(v), c(¥) < n, de unde, conform ipotezei inductiei, deducem ca:

IW(PUP1s s Pulpn)) = L[W(Q1/PL, -..r Ou/pA)] $1
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iUQUP1L, - OulPn)) = L[X(@VP1, -es PulPn)]-
Acum, i(Q(Q1/p1, .oy @ulPn)]) = IW(Q1P 1., Pu/P1) = X(@V/P1-er PulP1)) =
0, daca i(yyg,/p, ...¢,/p,) =1, iGu@/p; -.-¢,/p,)) =0
1, altfel

[definitia interpretarii 7]
_ O’daCé‘ lY[W((pl/pl "‘(pn/pn)]zlﬁ ls[X((pl/pl (pn/pn)]:O . . ..
=1L altfel [ipoteza inductiei]

, altfe

=i[o(i/py, ..., Ou/ps)] [definitia interpretarii i].

Teorema 2.3: Teorema substitutiei: Fie o, ..., pu)s V(@15 v Gn)s Pl .evs
0.€ Form, iar py, ..., pu, 41, ..., .€ Var, astfel incat i(p(py, ..., p,)) = i(w(q1, ... G1)),
pentru orice evaluare v. In aceste conditii, i(@(¢1/p, ..., ©u/py)) = i(W(Q1/py, ...,

©u/Pn))-

Demonstratie: prin asumptie i(o(py, ..., p)) = i(v(q;, ..., g,)) pentru orice evaluare
v. Dar, pentru ci variabilele propozitionale p;..., p,, q;, ..., ¢, sunt substituite de
aceleasi formule oy, ..., @,, avem:

L[O(@1/P1, s OulP)] = E[W(Q1PL, .oy ©ulP1)]
Din lema 2.7 stim ca:

{Q(@UP1; s OulPn)) = LLQ(Q1P 1, .. Pulpn)] 8

I (QUP1, s QulPw)) = V(@D o QulPn)]
de unde deducem ca

(Q(P1/P1s <oy QulPn)) = IW(QIP1, .oy Pu/Pn)).

Teorema 2.4: Teorema inlocuirii: Fie o(py, ..., Pn)s ®15 ooy Oy V1, ..., W,E Form,

iar py, ..., p.€ Var, astfel incat i(,) = i(y,), pentru orice evaluare v. In aceste
conditii, {Q(Q1P 1 > u/P)) = UQMWVP 1, oo Wl P))-

Demonstratie: Din egalitatea i(¢,) = i(y,), pentru orice evaluare v plus definitiile
evaluarii v, §i interpretarii i, rezulta ca:

(D) i[o(@1/p 15 -wes @ulpn)]) = B[ OOWP 1, oo Wil P1)]-
Din lema 2.7 rezulta ca:

2) is[9(@1/p 1, -.es @ulPW)]) = HP(Q1/P1, s GuIP1))-

) i[O P15 oo Wil P)] = QP15 s Wil D)
Din (1), (2) si (3) rezulta ca:

Q@ VP> -ves QuIPn) = UQ(Y1/P1s s Wil P)).
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Cele doua teoreme prezintd un interes deosebit din doua puncte de vedere. Pe
de-o parte, reprezintd un instrument prin care putem prolifera tautologiile
calculului propozitional intr-un mod algebric®' iar pe de alta parte au o semnificatie
semanticd cruciala: ne spun cd singurul continut semantic relevant pe care o

propozitie il are este valoarea sa de adevar.

Completitudinea calculului propozitional (Kalmar)

Suntem in pozitia in care putem enunta si demonstra lema care sti la baza
demonstratiei de completitudine a lui Kalmar. Lema stabileste o corespondenta
intre sintaxa si semantica calculului propozitional, mai precis pune in
corespondentd ‘calculele semantice’ din tabelul de adevar cu unele ‘calcule
sintactico-deductive’. Sa vedem cum anume se realizeaza aceasta corespondenta.

Lema 2.8: Lema lui Kalmar: Fie o(py, ..., pn)€ Form, v o evaluare oarecare §i i
extensia corespunzatoare evaluarii v. Definim:

i Py dacav(p,)=1

(D py, = {

,unde ke {1, ...,
(—py). daca v(p,) =0 o

si
. |p,dacai(p)=1
2o = o
—@,dacai(p)=0

In aceste conditii, pi , p;, e piﬂ |-q)".
Demonstratie: prin inductie pe complexitatea formulei ¢.
Baza: c¢(9) = 0, asadar ¢ = p;. In acest caz avem doud situatii, in functie de
valoarea v(py)

a) v(py) = 1 sau

b) v(px) = 0.
(i) Din a), identitatea ¢ = p; si definitia interpretarii i, rezultd ca i(¢) = v(py) = 1.

Asadar, conform cu (1), p;( = px si conform cu (2), ¢’ = pj( = Dr-

2! Pentru mai multe detalii cu privire la modul in care teorema substitutiei si inlocuirii permit o abor-
dare algebrica a proliferarii tautologiilor logicii propozitiilor vezi Dirk van Dalen [2004], Logic
and structure, Berlin: Springer, p. 23.
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Conform regulii AS, avem
piekpi adica p Fo'.
(i1) Din b), identitatea ¢ = p; si definitia interpretarii i, rezulta ca i(p,) = v(py) = 0.
Asadar, conform cu (1), ¢' = p',; = (—py) si conform cu (2), p; = (—py).
Conform regulii AS avem:
() | (po), adica p |
Din (i) si (ii) rezultd cd lema se confirmd pentru cazul c(¢p) = 0. Ramane sa
demonstram pasul inductiv.
Pasul inductiv: fie ¢(¢) = n, n > 0. Conform ipotezei inductiei presupunem ca lema
este adevdrata pentru orice k < n. Din ¢(9) = n, n > 0 si corlarul 2.1 rezulta ca
formula ¢ poate avea doar doua forme: ¢ = (—y), ¢ = (v — ), unde c(y) <n si c(y)
< n. In acord cu aceste forme pe care le poate avea o formuld g€ Form vom
subdiviza demonstratia pasului inductiv in doud cazuri, un caz in care ¢ = (—y) si
un altul in care ¢ = (y — %). Sé le consideram pe rand.
Cazul I: ¢ = (—y) Evident, in aceasta situatie ¢(p;, ..., pm) = V(P1, ..., Pm), 1ar c(y) <
n. In functie de valorile semantice ale lui i(y) dividem cazul I in doua subcazuri:
Subcazul Ia. i(y) = 0. Conform definitiei interpretarii i rezulta ca i(p) = i(—y) = 1.
Asadar, conform cu (2), y' = (—y) si ¢' = ¢ = (—). Ipoteza inductiei” (a carei
aplicabilitate e garantata de faptul ca c(y) < n) ne permite sa asertam:
Prs Poses Py FV
adica,
(i) pi, pss e Pl FCW.
Din (iii) si identitatea ' = ¢ = (—y) rezulta:
@) pls Pases Py b0
Subcazul Ib. i(y) = 1. Conform definitiei interpretarii i rezulta ca i(p) = i(—y) = 0.
Asadar, conform cu (2) y' = y si ¢' = (—(—)). Ipoteza inductiei ne permite s

asertam:

Pis Pasons Py BV

22 n continuare, vom eluda justificarea apelului la ipoteza inductiei.
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adica,

(V) pis Py P bV
Conform cu T, si THIN:

V) Pl Phs s Py F U= CCW)
Din mp aplicat pasilor (iv), (v) rezulta:
(Vi) Pps Do Py F W)

Din (vi) si identitatea @' = (—(—y)) rezulta ci:

B) s Pys o Dy | O
Cazul II: ¢ = (y — ), unde @@, ..., Pm)>s V(G15 --s §))s XT 15 s )5 Jo bk < m, {py, ...y
Pt =G0 s @3 I {71, o, i) 1ar (), () < n. In functie de valorile de adevar

i(y) si i(y) distingem trei cazuri relevante:

=23
a

Subcazul IIa. i(y) = 0 [valoarea lui i(y) este irelevanta™]. Conform definitiei

interpretirii i, rezultd ca i() = i(y — %) = 1. Asadar, conform cu (2) y' =~y si ¢’ =
¢ = (v — 7). Ipoteza inductiei ne permite sa asertam:
e
adica,
(H)q;, g5, s ¢ F W)
Din (IH) si THIN rezulta:
G G or 45 9L Fos o v} F (W), adicd
WiD) pi, pys e 2,y FCW)
Din T; si regula THIN avem:
(Vi) py, pys e Py F(CW) = (v =20
Din mp aplicat pasilor (vii), (viii) rezulta:
(%) P> Pys s Py F W =0,

Din (ix) si identitatea ¢' = (y — ) rezulta:

) prs Pyses P, FO

2 Daci i(y) = 0, atunci, in conformitate cu definitia interpretarii i, clauza 3, valoarea lui i(y) nu influ-
enteaza valoarea de adevar a formulei (y — %) in interpretarea i.
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Subcazul ITb. i(y) = 1 [valoarea lui i(\y) este irelevanta®'].

Conform definitiei interpretarii i rezulta ca i(p) = i(y — ) = 1. Asadar, conform cu
(2) % =xsi ¢' == (y — ¥). Ipoteza inductiei ne permite si asertam:
]"{a 7"3, cees 7’2 I_Xl
adica,
(IH)}/’%, ri2a ceey V;{ |_X
Din (IH) si THIN rezulta:
r{, ré, . ri( U {Q], ooy q,} |‘X, adica:
(X) pi’ plz’ te pin |_X
Din Ty si regula THIN avem:
(X)) P> Pys s Py L= (0 =)
Din mp aplicat pasilor (x) si (xi) rezulta:
(Xii) pjs s Py U =20
Din (xii) si identitatea ¢' = ¢ = (y — ¥) rezulti ci:
@) Pis Prs s Py kO
Subcazul Ilc. i(y) = 1 si i(y) = 0. Conform definitiei interpretarii i rezulta ca i(¢) =
i(y — %) = 0. Asadar, conform cu (2) v’ =, ¥’ = ~x si ¢' = (~(y — x)). Ipoteza
inductiei ne permite sa asertam:
(HY) 41, ¢35 s ¢ bV
HO 1 7o 1
Din aplicarea regulii THIN la (IHy) si (IHy) rezulta:
Qs Gys oo qi- UATsy e T4} |-\yi,
o Py #y U qs 0 g5 F s adica
(1) pis Do Dy W
(xii) pjs Py s Py F OO

* Daci i(y) = 1, atunci, in conformitate cu definitia interpretirii i, clauza 3, valoarea lui i(y) nu influ-
enteaza valoarea de adevar a formulei (y — %) in interpretarea i.
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Din Ts si regula THIN avem:
(xiii) pj, phs - Py F U = () = (¥ = D))
Din mp aplicat pasilor (xi) si (xiii) rezulta:
(K1) P, Pys s 2y F (0 =y =)
Din mp aplicat pasilor (xii) si (xiv) rezulta:
(XV) Py Pas s Py F W —20)
Din (xv) si identitatea ¢’ = (—(y — %)) rezulti ci:
() Pis Prsoos Py F O
Din (a), (B), (y), (8), (¢) rezultd demonstratia pasului inductiv §i, prin aceasta,
demonstratia lemei.

Acum suntem in pozitia de a demonstra completitudinea sistemului axiomatic

propozitional descris.
Teorema 2.5: Teorema de completitudine: Daca |=(p, atunci |-(p.

Demonstratie:  Fie o(p;, ..., pm)€ Form. Conform ipotezei teoremei de
completitudine, ¢ este o tautologie, adica, in acord cu definitia tautologiei, i(p)= 1
pentru orice evaluare v a variabilelor propozitionale py, ..., p,, de unde deducem ca
pentru orice interpretare i care extinde evaluarea v, ¢' = ¢. Din cele 2" evaludri
posibile ale variabilelor py, ..., p,, ale formulei ¢, grupdm toate evaludrile v; si v;, (si

.. < . = s 25
extensiile corespunzatoare acestora, i §i j) care respectd conditia™:

D Vil {p1, P25 oo Pt} = ViDL P2y ooy Pt} VilOw) = 1 81 vi(pw) = 0.
Din asumptia cd ¢ este o tautologie, rezultd ci ¢' = ¢/ = ¢, asadar, pentru
oricare dintre evaludrile v; si v; care respecta conditia i), lema 2.7 (lema lui Kalmar)

ne permite sa asertam:
a) p, Pyl O

b) pl, Pl Co) Fo

Aplicand teorema deductiei la a) si b) obtinem:

D) p, Py FOw— @)

% Existenta unor astfel de evaludri nu este greu de demonstrat, dupd cum o examinare sumari a
tabelului de adevar al formulei ¢(p;, ..., p,,) ne indica.
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2) p1/ H pé > ""p{n—l |_ ((ﬁpm)_’ (P)
Din i) rezulta ca
3) Py = pls Py = Pl s Pt =P
Din 2) si 3) rezulta
4) Pls Prs s Dt F ()= 0)
Din Tg si THIN obtinem
5) Pis Pas s Pt F(@n = 0) = (CPw) = ) > @)
Din mp aplicat pasilor 1. si 5. rezulta:
6) pis Py s Pt FU(CP)— @) > 0)
Din mp aplicat pasilor 4. si 6. rezulta:
) Pis Pas s Pt FO-
Dupa ce am aplicat procedeul de mai sus tuturor celor 2" evaluari ale formulei
o, ..., pm), vom raméane cu 2"/2 evaluari (demonstrati acest fapt!) si p,.;
variabile.
In continuare, adaptaim™ conditia 7) celor p,,.; variabile si reaplicim pasul de mai
sus celor 2"/2 evaluari ramase; dupa 2"/2 aplicari ale procedeului descris mai sus
vom obtine |— 0.
Sa clarificdim demonstratia teoremei de completitudine cu ajutorul unui

exemplu. Fie tautologia ¢(p;, p2) = ((p; — p2) — (7p2 — —p;)). Numarul tuturor

evaluirilor posibile ale formulei @(p;, p) este #v(Q(p, po)) = 27 PP = 22 =4,
iar evaludrile sunt:

(1) vi(p) =0, vi(p2) =0

(i)  vaAp)=0,vap2) =1

(i)  vip)=1,vi(p2) =0

(iv) vip) =1, vipr) =1
Conditia 7) grupeaza evaludrile (i) si (ii), pe de-o parte, si evaludrile (iii) si (iv) pe
de alta parte. Sa le consideram pe rind. Conform lemei lui Kalmar, din (i) (ii) si

faptul ca ((p; — p2) — (—p2 — —p,)) este o tautologie, rezulta:

%6 Conditia i) este modificata corespunzator: i) vl {p;, p2, ..., w2} = Vil {p1 P2y s P2} Vi) = 1 51

Vj(pm-l) =0.
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a) “p1. 72 | (pr = p2) = (P2 = 7p)
b) =1, p2 (01 = p2) — (p2 — —p1))
Prin aplicarea teoremei deductiei la a) si b) obtinem:
Dpr b2 = (01— p2) = (P2 = )
2)p1 2= (o1 = p2) = (P2 = D))
Din T si THIN obtinem
3) p1 F((p2— (01 = p2) = (P2 —p)) = (p2) = (p1 — p2) = (P2 —
1) — ((p1 — p2) = (Cp2— ~p1))
Prin doua aplicari ale regulii mp obtinem:
4) =i F((p1 = p2) = (p2— —p)
Aplicand procedeul de mai sus evaluarilor (iii) si (iv) obtinem:
5)pi b (1= p2) — (p2 = p1)
Acum, evaludrilor 4) si 5) le reaplicdm pasul de mai sus: le grupam in functie de
conditia i), adaptata la cele p,,.; variabile propozitionale si parcurgem etapele a), b)
samd. La finalul acestui reaplicari a pasului de mai sus vom obtine:
F (1= p2) = (p2— —p))

Dupa cum mentionam 1n observatia care a succedat demonstratia teoremei de
deductie si se poate observa din exemplul de mai sus, sensul in care calificam
demonstratia de completitudine a lui Kalmar ca fiind constructiva sau efectiva este
dat de prezenta unei retete de construire a demonstratiei unei tautologii in cadrul
sistemului axiomatic descris. Pentru ca reteta face apel la teorema deductiei si lema
2.8, functionarea ei este conditionatd de caracterul constructiv sau efectiv al acestor
ultime doua rezultate. Atat teorema deductiei cat si lema 2.8, dupa cum se poate
observa din demonstratiile celor doud rezultate, au un caracter constructiv. in
continuare, 1nsd, nu vom insista asupra caracterului constructiv al teoremei de
duductie, despre care am vorbit, dar ne vom concentra analiza aupra caracterului
constructiv al lemei lui Kalmar, unde vom nota citeva neclaritati si probleme, pe
care le vom solutiona.

Nucleul demonstratiei lemei lui Kalmar constd din construirea sistematica, in
cadrul sistemului axiomatic considerat, a unui pandant sintactico-deductiv al
‘calculelor semantice’ pe care le putem efectua. Sa detaliem ce anume presupune si

cum se poate realiza aceastd oglindire a ‘calculelor semantice’ prin ‘calcule
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sintactico-deductive’®’. In acest scop, distingem doud perspective, corespunzitoare
modalitatilor prin care putem efectua calcule semantice: fie pornim de la evaluari
particulare ale variabilelor unei formule oarecare si determinam valoarea de adevar
a formulei in discutie, o perspectiva pe care o putem descrie ca fiind ‘de jos 1n sus’,
fie pornim de la o valoare de adevar fixata a unei formule oarecare si, prin calcule
semantice succesive, determindm evaluarea/evaludrile variabilelor care pot genera
valoarea de adevar fixata a formulei, perspectiva pe care o putem descrie ca fiind
‘de sus in jos’. Dupa cum subliniam mai sus, lema lui Kalmar ofera o modalitate de

constructie a unui pandant sintactico-deductiv corespunzator calculelor semantice,

pandant reprezentat de relatia de deductibilitate dintre produsul sintactic pi , pi2 ,

s pin, rezultat prin transformarea, in conformitate cu relatia (1), a valorilor

variabilelor p;, p,, ..., p» ale unei formule o(p;, py, ..., pn), intr-o evaluare oarecare
v, si produsul sintactic ¢(p;, p, ..., pm), rezultat prin transformarea, in conformitate
cu relatia (2), a valorii formulei ¢(p;, ps, ..., pn) In interpretarea i, care extinde
evaluarea v 1n discutie. Asadar, putem deduce ca existd un pandant deductiv
corespunzator fiecareia dintre cele doua perspective descrise mai sus. Prima
perspectiva o regasim in explicatia pe care Stephen Cole Kleene o ofera lemei lui
Kalmar in Mathematical logic®, in timp ce a doua perspectiva este expusi de
Alonzo Church in Introduction to mathematical logic® .

Pentru a clarifica modul in care demonstratia lemei lui Kalmar construieste
pandantele deductive ale calculelor semantice, sd consideram formula ¢(p;, p,, p;)
= (p; — (7p2 — p3)). Conform perspectivei ‘de jos in sus’ pornim de la o evaluare
a variabilelor acestei formule si determinam, pas cu pas, valoarea de adevar a

formulei ¢. Fie, asadar, evaluarea v:

V(p1) = 1
wp2) =1
V(p3) =0.

27 Pentru detalii cu privire la analiza demonstratiei lemei lui Kalmar a se vedea si: Adrian Ludusan
[2009], ‘On the effectiveness of Kalmar’s completeness proof for propositional calculus’ in Logos
Architekton, Vol. 3, No. 1.

2 Vezi Stephen Cole Kleene [2002] Mathematical logic, § 12, Mineola, New York: Dover dar si
Stephen Cole Kleene [1952], Introduction to metamathematics, § 29, Amsterdam: North-Holland.

2 Alonzo Church [1956], Introduction to mathematical logic, Princeton, NJ: Princeton University
Press, p. 163.
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Cu aceasta evaluare putem sa determindm in mod mecanic valoarea de adevar a
formulei ¢(p;, p2, p3) prin determinarea, in pasi succesivi, a valorilor de adevar ale
subformulelor formulei @(p;, p> p;), culminand, evident, cu valoarea formulei.
Calculele semantice prin care determindm valoarea de adevar a formulei sunt
reprezentate in ‘arborele’ din stinga iar in ‘arborele’ din dreapta sunt reprezentate
calculele deductive corespunzitoare celor semantice, respectiv relatiile de
deductibilitate dintre produsele sintactice obtinute in conformitate cu (1) si (2), in

evaluarea v i extensia corespunzatoare i.

Linia 0 p1— (7p2— p3) p1— (Tp2—ps3)
Linia 1 _1 D2

Linia 2 0 0 TP Tps
Linia 3 1 1 b (Cpr—p3)
Linia 4 1 p1— (Tp2—ps3))

Sa detaliem, pe acest exemplu, corespondenta calculului semantic cu cel deductiv.
Linia 1. Calculul semantic consta din inregistrarea valorii variabilei p, in evaluarea

v, adicd v(p;) = 1; produsul sintactic corespunzétor este rezultatul obfinut in
conformitate cu definitia (1), pentru v(p,) = 1, adica p; = py =P

Linia 2. De la v(p,) = 1 obtinem, prin calcul semantic, mai precis prin intermediul
definitiei interpretarii 7, i(—p,) = 0; produsele sintactice corespunzatoare lui v(p,) =
1 sii(—p,) = 0 sunt p, si = p, (conform cu (1) si (2)) iar relatia de deductibilitate
prin care din p, deducem —p,, simbolic p2|— —p,, corespunzatoare calculului
semantic este asiguratd de teorema T,, cu ¢ = p,, si THIN. Deductia este cat se
poate de simpla:
L. p; |‘ P2 [AS]
2. p2 |} (p2 — = p) [Ty 5i THIN]
3.2 F—p2 (1. 2. mp]

Celelalte valori aflate pe aceastd linie sunt evidente: v(p;) = 0 si p; = py =7P3

conform definitiei (1) din lema lui Kalmar.

Mai general, fiecarui posibil calcul semantic 1i este pus in corespondentd un
calcul deductiv, specificat in functie de forma sintactica a formulei si valoarea i a
acesteia intr-unul dintre subcazurile demonstratiei lemei. De pilda, in situatia de

mai sus ne aflam in subcazul IIb al demonstratiei lemei: (—p,) are forma sintactica

(W) st i(y) = i(p2) = v(p2) = 1.
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Linia 3 De la i(—p;) = 0 si v(p;) = 0 obtinem, prin calcul semantic, i(—p, — p;) = 1;
produsele sintactice corespunzatoare lui i(—p,) = 0, v(p;) = 0 si i(—p; — p3) = 1 sunt
——p,, —p; respectiv (—p, — p;) iar relatia de deductibilitate ~—p,, —p; |— (p;—
p3) corespunzitoare calculului semantic este asigurata de teorema Tz cu @ = —p,, ¥
= p3, si THIN. Situatia de mai sus corespunde cazului Ila din demonstratia lemei
lui Kalmar.
Exercitii: 1) Deduceti formula (—p, — p;) din asumptiile =—p,, —p;, folosind Tj.
2) Specificati cazul din demonstratia lemei Iui Kalmar in care se incadreaza situatia
din /linia 4
3) Deduceti formula (p; — (—p, — p3)) din asumptiile p;, (—p, — p;), folosind
teorema invocata in cazul corespunzator /iniei 4 din demonstratia lemei lui Kalmar.
Acum, in acord cu perspectiva ‘de sus 1n jos’ putem porni de la o valoarea de
adevar a unei formule si si determinim evaludrile/evaluarea compatibile/a*® cu
aceastd valoare a formulei iar acest proces semantic va fi oglindit printr-unul
sintactic-deductiv.
Dupa cum mentionam mai sus, acest mod de a intelege demonstratia lemei lui
Kalmar i se poate atribui Iui Alonzo Church. Iatd cum descrie Church caracterul

efectiv al demonstratiei lemei lui Kalmar, in Introduction to mathematical logic:

The proof [of Kalmar’s lemma] is effective in the sense that it provides an

effective method for finding a proof of [¢'] from the hypotheses [ p{ R pi2 s s

p; ]. If [@] has no occurrences of —, this is provided directly. If [¢] has
occurrences of —, the proof provides directly an effective reduction of the
problem of finding a proof of [¢'] from the hypotheses [ pi R p;, s pfz ] to
the two problems of finding proofs of [y'] and [x'] [¢ = (v — %)] from the
hypotheses [ pi R pé, vy pfz ], the same reduction may then be repeated upon

the two latter problems, and so on; after a finite number of repetitions the
process of reduction must terminate, yelding effectively a proof of [¢'] from

the hypotheses [pi, pé, s p; 1%

% Prin compatibil intelegem orice evaluare v a variabilelor formulei a carei extensie i atribuie formu-
lei valoarea de adevar fixatd, de la care am pornit.

3 Introduction to mathematical logic, Curch foloseste un sistem de calcul propozitional cu un
singur operator logic, implicatia (—) si o constantd (L) — absurdul. Negatia este definitd cu
ajutorul implicatiei si absurdului, i.e —=p =(p — L), motiv pentru care formulele calculului sdu nu
contin decat operatorul implicatiei.
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Sa detaliem pe un exemplu cum anume functioneaza reducerea ‘efectiva’
despre care vorbeste Alonzo Church in citatul de mai sus, iar in acest context sa
semnalam si rezolvim o problema neobservata care tine de caracterul efectiv al
reducerii.

Fie formula ¢ = (p; — p2) — (—p2 — —p;), asadar o formula cu doud variabile
propozitionale, p;, p,, c(@) = 3 si sd presupunem ca i(¢) = 1.

In aceasti situatie, conform cu (2),
¢ = ((p1—p2) = Cp2— 7)) = (p1 — p2) = (2= ~p1),

iar asumptiile p;, p, din care urmeaza sa deducem ¢' sunt nedeterminate.
= = = i i i i A <
Sd asertam ca p,, p,, ..., p, |-(p , In cazul nostru, ca

D Pl Py b (@1 = p2) = (o2 = ).

Acum, pentru cd forma sintactica a formulei ¢ este (v — %), iar i(p) = 1, rezulta,
din definitia interpretarii i, ca fie i(p; — p,) = 0, fie i(—p, — —p;) = 1. Acestui
calcul semantic 1i vom pune 1n corespondentd unul sintactico-deductiv, iar n acest
scop sa observam ca atat (p; — py) cat si (—p, — —p;) au aceleasi variabile
propozitionale, p;, p,, asadar, asumptiile din care vom deduce aceste doud
subformule sunt pi , p; ,are(p; — p2)=1sic(—p, — —p;) =2.

Calculului semantic prin care am trecut de la i(¢) = 1 fie la i(p; — p,) =0, fie
la i(—p, — —p;) = 1 1i corespunde trecerea de la 1) la relatiile de deductibilitate
dintre (p; — p>)' si asumptiile pi , p; , pe de-o parte, sau (—p; — —p;)’ si asumptiile

pi , p; , pe de alta parte. Mai precis, vom reduce relatia 1) la relatia

2) pi» Py =1 = p2),
sau

3) pro Py FCp2— w0,
Vorbim despre reducere pentru ca in ambele situatii fie cd e vorba de trecerea de la
1) la 2) sau de la 1) la 3) s-a facut de la o formuld cu complexitate mai mare la
formule cu complexitate mai mica, c(p; — p,), c(—p, — —p;) < (o).
Reducerea lui 1) la 2) este asigurata de T; iar reducerea lui 1) la 3) este asigurata
Ts.
Explicit, din T3, cu ¢ = (p; — p,), ¥ = (-p> — —p;), si THIN obtinem:
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) pis Py b 1= p2) = (01— p) = (2= D)),
Din 2) si 4), prin modus ponens, rezulta 1)
Similar, din T4, cu ¢ = (p; — p2), ¥ = (P> — ~p;), si THIN, obtinem:
5) pi» Py F(Cp2——p1) = (o1 = p2) = (p2 = 1)
Din 3) si 5), prin modus ponens, rezulta 1).

Sa notdm ca reducerea lui 1) la 2), de pilda, s-a facut in virtutea formei
sintactice a formulei ¢, respectiv ¢ = (y — ), si a valorilor i(p) = 1 si i(y) = 0.
Acesti factori sunt surpringi, in demonstratia lemei, in subcazul Ila. Ca regula
generald, reducerile succesive se efectueaza prin incadrarea formei sintactice a
formulei si a valorilor semantice ale formulei si subformulelor sale imediate ntr-
unul dintre subcazurile demonstratiei lemei.

Exercitiu: determinati conform carui caz din demonstratia lemei lui Kalmar s-a
facut reducerea de la 1) la 3).

Repetind in mod sistematic procedeul de mai sus vom reduce relatiile de
deductibilitate pana la situatia in care c(¢) = 0, adica, pana la cazul de baza din
demonstratia lemei lui Kalmar. De pilda, dacd vom considera alternativa 3) din
exemplul de mai sus, atunci, din i(—p, — —p;) = 1, c(—p; — —p;) = 2 si faptul ca
forma sintactica a formulei (—p, — —p;) este (y — y), rezultd, conform definitiei
lui i, ca fie i(—p,) = 0, fie i(—p;) = 1, unde c(—p,) = c¢(—p;) = 1. Pentru a oglindi
sintactico-deductiv acest calcul semantic, vom nota ca formula (—p;) are o singura

variabila propozitionald, p, iar formula (—p;) are variabila p;. Corespunzator,
asumptiile din care vom deduce (—p;) sau (—p,)’ sunt pi respectiv pi2 Mai precis,
din i(—p,) = 0, rezultd, conform cu (2), ci (—p,) = ——p, iar din i(—p,) = | rezulti ca
(—p1)' = —p, asadar relatia 3) se reduce la:

6) pi2 |-ﬁﬁp2 [prin T3] sau

7) pi R |-ﬁp1 [prin Tg4]
Exercitiu: indicati cum anume se poate obtine relatia din 3) pornind de la 6) sau 7),
folosind Tj; respectiv Ty.
Sa considerdam, in continuare, alternativa 6). Din i(—p,) = 0, c(—p,) = 1 si faptul
ca forma sintactica a formulei (—p,) este (—¢) rezultd i(p,) = 1, c(p,) = 0. Pentru ca

formula p, are o singurd variabild propozitionald, reprezentata chiar de p,, a carei
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valoare de adevar este acum determinatd, i(p,;) = 1, asumptia din care vom deduce
formula p, este chiar p,. Mai precis, conform cu (1) avem p; = p,. Asadar, relatia
6) se reduce la:

8) 2 Fpo,

Reducerea de 1a 6) la 8) este asiguratd de T,, cu ¢ = p..
Pentru ci c(p;) = 0, am ajuns cu reducerea la cazul de baza din demonstratia lemei
lui Kalmar, caz justificat prin apel la regula AS.
Exercitiu: pornind de la asumptia din 8) reconstruiti relatia de deductibilitate
reprezentatd de 1) folosind pasii intermediari 6) si 3).

Dar sa vedem cum anume se reduce si folosind ce scheme de teoreme,
urmatoarea formuld, ¢ = —(p; — (p» — p;3)). Evident, ¢ are doar trei variabile

propozitionale, p;, p,, ps iar c¢(@) = 3. Sa presupunem ca formula ¢ este adevarata,
adica i(p) = 1. Urmand reteta exemplului de mai sus, pornim de la pi , p; , pg |— 0"
adica de la:

9 prv Pa Py F (1= (02— p3) [0 = ~(p1— (p2— ps)). pentru ¢ i(p) = 1]
Dat fiind ca ¢ are forma sintactica (—v) iar i(p) = 1, rezulta, conform definitiei
interpretarii 7, cd i(y) = 0, unde c(y) = 2. Acum, y are aceleasi variabile
propozitionale ca ¢, asadar, calculului semantic prin care trecem de la i(¢p) = 1 la

i(y) = 0 1i corespunde reducerea relatiei 9) la relatia:

10) pr. pys Ps F=@i— (p2 = p3) [V' = ~(p1 — (p2 = p3)), pentru ci i(y) = 0]
Dar relatia 10) este aceeasi cu relatia 9). In mod evident nu putem vorbi in acest
caz de o reducere iar un prim lucru care se remarca usor este ca, in conformitate cu
definitia (2) din lema lui Kalmér, ¢’ si ' au aceeasi forma desi c(y) < c(¢), v fiind

o subformula imediatd a lui ¢. In aceasti situatie ne aflim in subcazul Ia al lemei,
caz in care nu existd nici o teorema care sd intermedieze trecerea de la pf, p;,
pykFv'la pl. ph. P L'

Se pare cd aplicand, in acest caz, metoda demonstratiei lemei lui Kalmér de a
reduce relatia de deductibilitate dintre formula ¢’ si asumptiile p{, p,, p} la
relatii de deductibilitate mai ‘simple’ intre ' si pi, pi2 , pg nu obtinem o reducere

a relatiei ci o identitate intre relatia de redus si relatia redusa. Reducerea in acest
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caz al lemei nu este chiar atat de ‘efectivd’ pe cat credea Alonzo Church, iar acest
lucru se poate constata observand cd demonstratia acestui caz al lemei este
asiguratd de identitatea dintre ¢’ si ', desi, evident, y este o subformula proprie a

lui ¢. In acest caz, nu reducem efectiv relatia de deductibilitate p;, p), pj |— o' la

relatia de deductibilitate pi, p;, p; |— V', ci profitim de faptul ci produsele

sintactice ¢’ si y' sunt identice. Ca atare, acest caz este singurul in care nu este
nevoie de folosirea vreunei scheme de teoreme ajutatoare, pentru ca pasul de la
relatia de deductibilitate pi, p; , p; |-(pi la relatia pi, p;, p; |-\Vi este imediat.

Nasol. Eh, nu este totul pierdut. In continuare, vom oferi o solutie la aceasta
problema dar nu vom articula solutia in toate detaliile ei, ci ne vom margini sa
schitdm cum anume putem si scurtcircuitim problema reducerii prin apel la
celelalte cazuri ale demonstratiei. Situatia se poate remedia dacd vom proceda la
urmatoarea subdivizare a cazului I al demonstratiei lemei lui Kalmar, tindnd cont
de complexitatea subformulei y:

I2’. o= (7y), i(y) = 0sic(y) =0

In acest caz, aplicim metoda subcazului Ia al demonstratiei lemei lui Kalmar.
Ia”. ¢ = (7y), i(y) = 0sic(y) >0

Forma sintactica a lui y este fie (—y), fie (y — o).

1. v = (—y). In acest caz, i(x) = 1, aplicim metoda subcazului Ib al

demonstratiei lemei lui Kalmar.

2. y=(y — o). In acest caz, i(x) = 1, i(c) = 0, aplicim metoda cazului Ilc al

lemei lui Kalmar.

Sa vedem cum anume ne ajutd subdivizarea pe care am propus-o sa rezolvam
problema descompunerii formulei din exemplul anterior. Pornim de la i(¢) = 1, si,
in consecintd, de la relatia 9)

pis Py 2y F=(i— (p2— p3),
dar in loc sd procedam la descompunerea acestei relatii, dupa modelul furnizat de
cazul Ia al demonstratiei lemei lui Kalmar, vom tine cont de faptul ca ¢ = (),
i(y) =0, c(y) = 2, iar forma sintactica a formulei y este (y — ©), unde x = p,;, 6 =
(p2 — p3), prin urmare vom aplica, conform subdiviziunii mai sus, cazul 11a’2,

ceea ce inseamni ci i(y) = 1, i(c) = 0, iar relatia 9) se va descompune in relatiile®*:

32 Descompunerea se face dupa cazul Ilc al lemei lui Kalmar, asa cum este specificat in cazul ITa’2.
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1) p;s Fpi
si
12) pi> Py F=2—p3)
Lasam 1n sarcina cititorului descompunerea, in continuare, a relatiilor 11) si 12),
pana la cazurile de baza, in conformitate cu subdiviziunea propusa de noi; speram
ca in acest fel cititorul va dobandi o convingere practicd a viabilitatii solutiei

propuse.

Demonstratia de tip Henkin a completitudinii calculului propozitional.

Sa incepem demonstratia de tip Henkin a calculului propozitional stabilind un
rezultat fundamental: teorema de corectitudine. In acest scop si demonstram, in

prealabil, urmatorul rezultat:
Lema 2.9: Daca |— ¢, atunci |=(p (teoremele C, sunt tautologii.)

Demonstratie: [prin inductie pe lungimea demonstratiei formulelor]
Cazul de bazi I, = 1. In conformitate cu definitia demonstrabilititii, singurele
demonstratii care au lungimea 1 sunt cele in care formula de demonstrat este o
instantd a unei scheme de axiome din Ax. Desi multimea Ax este formata dintr-o
infinitatea de axiome, conform teoremei substitutiei este suficient sa stabilim
caracterul tautologic al celor trei scheme de axiome din Ax pentru a stabili, prin
aceasta, caracterul tautologic al tuturor instantelor obtinute din aceste scheme de
axiome.
Fie, de exemplu, prima schema de axioma:

Axy: (¢ — (v — ¢)
Putem verifica validitatea acestei scheme fie direct prin tabelele de adevar fie prin
reducere la absurd. De exemplu, prin reductio, presupunem ca exista o evaluare v
astfel incat i(p — (v — ¢)) = 0. Dar, in acest caz, i(¢) = 1 si i(y — ¢) = 0. Daca
iy — @) =0, atunci i(y) = 1 si i(p) = 0. Contradictie.
Demonstratii analoage pot fi date tuturor celorlalte scheme de axiome.
Pasul inductiv: Fie g€ Form. Presupunem ca pentru orice demonstratie <1, ¢a, ...,
¢, de lungime /; = n-1, si orice @;, i < n este valabila relatia: daca |— ©;, atunci |=
¢; (ipoteza inductiei). S& addugdm o noud linie acestei demonstratii care face ca

lungimea demonstratiei sa fie /; = n $i sd notdm cu ¢ noua formula derivata. Ceea
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ce trebuie sa ardtdm este cd formula ¢, situatd pe aceastd noud linie, n, a
demonstratiei, este o tautologie. Conform definitiei demonstratiei, singurele
modalitati prin care putem sia adaugam o formuld intr-o demonstratie sunt prin
instantierea unei scheme de axiome sau prin aplicarea regulii modus ponens asupra
a doua formule precedente. In prima situatie, formula adiugata este o tautologie,
asa cum am stabilit in cazul de bazi. In cea de-a doua situatie, formula ¢ a fost
obtinuta din doua alte formule ¢; si @y, i, k < n, prin modus ponens. Evident, ¢; si ¢
sunt de forma v si (v — y) [altfel modus ponens nu ar fi aplicabild]. Pentru cad i, k <

n, ipoteza inductiei se aplicd acestor formule, adica ¢; si ¢, sunt tautologii. Prin

urmare,|= v si |= (y — y). Acum, sa presupunem prin reductio ca ¥ y. Atunci
existd o evaluarea v astfel Incat i(y) = 0. Pentru ca vy si (y — %) sunt tautologii
rezultd cd in aceeasi evaluare v avem i(y) = 1 si i(y — %) = 1. Dar din i(y) = 0 si
i(y — %) = 1 rezultd i(y) = 0. Contradictie. Daca nu exista nici o astfel de evaluare
v, rezulta cd din |= v si |= (v — y) decurge |= X

Teorema 2.6: Teorema de corectitudine: Daca I’ |— o, atunci I’ |= 0.

sir finit de formule <oy, ¢y, ..., 0,>, ¢;€ Form, 1 <i<n, ¢, = o, astfel incat pentru
orice formuld ¢, 1 < k < n, fie g€ AX, fie ¢, I, fie @, rezultd prin aplicarea
regulii modus ponens din ¢;, ¢; unde 7, j < k. Cu alte cuvinte, singura diferenta fata
de demonstratia lemei 2.9 este cazul in care ¢, I'. Ca atare, demonstratia teoremei
de corectitudine se poate realiza tot prin inductie pe lungimea demonstratiilor, cu
precizarea cd demonstratia cazului de baza include si cazul in care formula ¢ este
una din asumptiile din I'. Corespunzator,

Cazul de bazii [, = 1. In conformitatea cu definitia deductiei, fie pe Ax, fie peT.
Daca ¢e Ax, atunci |- ¢, si conform lemei 2.9, |= ¢, de unde, mai departe, prin
aplicarea regulii THIN, deducem I |= ¢. Dacd eI, atunci I’ |= ¢, pentru ca, pentru
orice evaluare v, din i(I') = 1 rezultd i(¢) = 1 [pe I si a fortiori orice model al lui I’
este un model al lui @].

Pasul inductiv

Pasul inductiv stabileste ca regulile de deductie ale sistemului prezerva proprietatea
pe care cazurile de bazd o au iar cum singura reguld a sistemului deductiv este
modus ponens demonstratia pasului inductiv este aceeasi cu cea din demonstratia
lemei 2. 9.
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Pentru a facilita demonstratiile urméatoare, convenim sd notdm prin L o contra-
dictie semantica sau o formuld inconsistentd oarecare din calculul propozitional
dezvoltat de noi. Conventional, stabilim cd L = —(¢ — ¢), dar L poate fi orice
alta contradictie a calculului propozitional.

Exercitiu: convingeti-va ca formula —(¢p — ¢) este inconsistentd semantic prin

metoda tablourilor de adevar.

Definitie 2.17: (consistenta sintactica): O multime I'c Form este consistenta
sintactic ddaca I' #+ L. Corelativ, spunem cd o multime de propozitii I' < Form

este inconsistenta sintactic ddaca I’ |-J_

Intuitiv, o multime oarecare de propozitii este consistentd ddaca din aceasta
multime nu putem deduce o contradictie. Cu ajutorul acestei definitii putem
demonstra — si acesta este sensul lemei de mai jos — echivalenta unor formulari

diferite ale conceptului de consistenta:

Lema 2.10: Lema de echivalenti a definitiilor: Fie T Form. In aceste conditii,
urmatoarele sunt echivalente:

a) existd o formuld o Form astfel incat I' |— osil |— —Q.

b) T |- ¢ pentru orice ¢€ Form.

¢ T |-J_

Demonstratie (1) a) — b). Fie ye Form o formula oarecare. Conform cu a), exista
o formuld o€ Form astfel incat:

1.T |-(p

2.T |-ﬁ(p

3.T }F((—9) = (¢ — ) [T5 + THIN]

4.T k(o — ) [2,3 mp]

5.TFwI[l,4mp]

(II) b) — ¢). Fie o€ Form o formula oarecare. Conform cu b):

1.T |-(p

2.T |- —¢ [~pe€ Form, prin urmare, conform cu b), este derivabila si —¢]
3.T k(0 = (-¢) = (~(¢ — 9)))) [Ts[¢/y] + THIN]

4.TF((=9) = (¢ — ) [1, 3, mp]

5.T F(~(¢ — ) [2. 4, mp]

6. T | L [definitia lui L]
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(III) ¢) — a). Fie ye Form o formula oarecare.

1L.TFL

2.T F=(y — ) [definitia lui L]

3.T | (y — y) [T, + THIN]

Prin urmare exista formula ¢ = (y — ) astfel incat I' |- —osil |- 0.

Lema 2.11: Daca o mulfime I' de formule are un model, atunci I este consistenta.

Demonstratie [prin reductio]: sa presupunem cd I' are un model, dar nu este
consistentd. Atunci, conform [lemei echivalentei definitiilor, F|—L. Conform
teoremei de corectitudine T’ |=J_. Conform definitiei consecintei semantice si
faptului ca L este o contradictie semantica, rezulta ca I' nu are nici un model, ceea

ce contrazice presupunerea initiala.

Lema 2.12: (compactitate sintactica) Fie I' c Form i o€ Form. Daca I’ |— ¢, atunci

exista o submultime finitd A c I' astfel incat A |— Q.

finit de formule <@, @3, ..., 0>, ¢;€ Form, 1<i<n, ¢, = @, care constituie 0
deductie a formulei ¢. Din aceasta multime finita pastram doar acele formule @,
1<i<n, care reprezintd asumptii, adica acele @;eI’. Fie A aceastd multime de
asumptii folosita in deductia lui ¢. In acest caz, A este o multime finitd si contine
doar asumptiile din I" folosite In demonstratia formulei ¢, prin urmare permite
derivarea formulei ¢, adica A |- ¢. Daca in deductia <@y, ¢, ..., ¢,> a formulei ¢ nu
apare nici o formula ¢;, 1 <i<n, astfel incat ¢;e I', atunci orice submultime finita

de formule din I poate fi aleasa.
Lema 2.13:T"U {—¢} este inconsistentd ddaca I |— 0.

Demonstratie: Suficienta lemei: presupunem cd I'U {—¢} este inconsistenta.
Atunci, conform cazului a) al lemei echivalentei definitiilor existd un ye€ Form
astfel incat:

1.TU {—o} |-\|/ si

2.TU o} -y

3.T |— (—o — v) [1, teorema deductiei]

4.T |— (—o —>) [2, teorema deductiei]

5.T (9 = w) = (-0 —>~y))— ) [T+ THIN]
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6.T F((—¢ —~y)— ) [3, 5 mp]

7.T Fo[4,6mp]

Necesitatea lemei: sa presupunem ca I’ |- ¢. Atunci:
1.T'U {—o} |-(p [din ipoteza necesitatii si THIN]
2.TU {~¢ } } ¢ [din AS]

3.TU {—o} |-J_ [din lema echivalentei definitiilor]

Lema 2.14:1"U {o} este inconsistentd ddaca I |-ﬁ(p.

Demonstratie: Suficienta lemei: presupunem ca I'U {¢} este inconsistentd Atunci,

conform cazului a) al lemei echivalentei definitiilor existd un ye Form astfel incat:

L.TU{o} by

2.TU {0} kv
3.T |-((p — ) [1, teorema deductiei|

4.T |-((p —Y) [2, teorema deductiei]

5.TF(((9 = w) = (9 = ~)) = ~¢) [Ts + THIN]
6.7 F (0 —~y)— ~9) [3,5 mp]

7.T |- [4, 6 mp]

Necesitatea lemei sa presupunem ca I’ |- —¢. Atunci:
1.TU {o} |-ﬁ(p [din ipoteza necesitatii lemei si THIN]
2.TU {¢} } ¢ [din AS]

3.TU {o} |-J_ [din lema echivalentei definitiilor].

Definitie 2.18: O multime [' c Form este maximal consistentd ddaca pentru orice

formuld ge Form, astfel incat o I', I' U {@} este inconsistentd, I'U {¢} |-J_ .

Intuitiv, o multime de formule este maximal consistentd dacd si numai daca
orice extensie a mulfimii, fie chiar si cu o formuld ¢, ar face multimea incon-
sistentd®.

Acum, un pas esential in demonstratiile de tip Henkin ale completitudinii este
constructia unei multimii maximale I" de formule, pornind de la o multime oarecare
consistentd A, fara a distruge, insa, consistenta multimii A. In consecinta, ceea ce
ne propunem, in continuare, este sa aritim cum anume putem s addugam formule
unei multimi consistente A C Form astfel incat sd obtinem o multime maximala si

consistenta I'.

3 Acesta este, de fapt, sensul definitiei 2.18.
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Lema 2.15: Lema lui Lindenbaum Daca A c Form este o multime consistentd de
formule, atunci exista o multime I' © Form maximal consistentd de formule astfel

incit AcT.

Schita si preliminar al demonstratiei lemei lui Lindenbaum: Problema pe care
demonstratia teoremei o ridica este de a gasi o procedurd prin care sa extindem
multimea initiala A pana la o multime I' maximala pastrand consistenta multimii A.
Ideea procedeului prin care putem realiza aceasta extindere este sa alcatuim un sir /
= <Qj, (2, ..., Pp,... > cu toate formulele pe Form si, pornind de la multimea A, sa
considerdm, pe rand, fiecare formuld din si, dacd este consistentd cu formulele
multimii A. Daca, de pilda, prima formula din sirul /, adicd ¢,, este consistentd cu
formulele multimii initiale A, atunci formdm o multime* I'; din reuniunea multimii
A cu multimea {@,;}. Daca, in schimb, ¢, nu este consistenta cu A, atunci pastram
multimea A si o redenumim I';.

Generalizand, subscriptul #+1/ al unei multimi [',+; ne informeaza ca multimea
indexatd cu acest subscript este fie reuniunea dintre multimea I', si a n+/ — a
formula din sirul /, in cazul in care adaugarea acestei formule nu determind
inconsistenta multimii I',, fie multimea I',, in cazul in care reuniunca dintre
multimea I, si a n+/ — a formula din sirul / este inconsistentd. Aceasta verificare a
consistentei se va face etapizat, pentru fiecare formula in parte din sirul / si va
defini un sir” de multimi T';, T, ..., T,, ... indexate corespunzitor etapei de
verificare. Dar, pentru a realiza acest sir de multimi, trebuie sa producem sirul /,
ceea ce se reduce la a identifica o modalitate de enumerare a tuturor formulelor
calculului propozitional, prin urmare, primul pas in demonstratia lemei [ui
Lindenbaum consta in a produce o enumerare a formulelor calculului propozitional.

Acest lucru se poate realiza astfel:

1) construim o functie f: 4—2N+1, definitd pe alfabetul A al calculului propozi-
tional si cu valori Tn multimea numerelor impare, de pilda:

A ‘ — ‘ - ‘pI ‘pg....

AA) \ 1 \ 3 \ 5 \ 7....

3% Pentru a tine o evidentd strictd a elementelor care compun aceastd multime si a o diferentia de toate
celelalte am indexat-o cu subscriptul ;, de unde notatia multimea I';.
3% De fapt o ierarhie, dupd cum vom demonstra in lema 2.16.
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2) definim o functie 4: Form — N, de pe multimea formulelor pe mulfimea
numerelor naturale astfel:
2/ dacd @ este o formula atomica
h(p) = {2"¥) x3,daci ¢ este de forma ()

21 5 3% % 5 daca @ este de forma (y — )

O astfel de functie / are doud caracteristici importante pentru consideratiile de
fatd: in primul rand este injectiva iar in al doilea rdnd permite citirea unicd a
formulei corespunzitoare unui astfel de numar’®. Cu aceasta asignare injectiva de
numere naturale tuturor formulelor g€ Form putem sd enumeram in ordinea

crescatoare a numarului 4(@), toate formulele e Form Intr-un sir de de tipul:
= <@g, P2y ooy Ppppen =
Sirul pe care il o obtinem 1n acest mod este suficient pentru cerintele pe care
demonstratia lemei lui Lindenbaum le presupune.
Acum putem sd definim recursiv sirul unor multimi T';, ie N, care sa contina
multimea initiald A si sd-1 pastreze consistenta.
Definitie 2.19: Fie ¢,.;, an + / formula din lista /. in aceste conditii, definim:
F() =A
r,uioe,, },.dacal, U{e,,, } este consistentd
1—‘nJrI =

I',,dacaTl’, U{o,,,} este inconsistentd
si I’ ca reuniunea tuturor acestor multimi: I’ =T Ul U...
Pentru a demonstra cd I’ este o multime maximal consistenta sd demonstram, in

prealabil, ca:
Lema 2.16: Pentru orice multimi I'; i I}, 7, je N, astfel incat i<j, I, c I;.

Demonstratie a) Dacd i = j, atunci I'; c I'; este un fapt al teoriei mulfimilor [x C x]
b) Daca i <j, vom demonstra prin inductie cad I';c I';.
Cazul de baza: i = 0 sij = 1. Ceea trebuie sa aratam, in acest caz, este ca [\, I';.

Din definitia 2.19 stimca 1) I'; =Ty U {p,;}, daca [, U {¢;} este consistenta, sau 2)

3 < . . C o i .
% Un astfel de numir, care permite reconstructia formulei cireia i-a fost atribuit, se numeste numdrul
Gadel asociat formulei.
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I, =Ty, daca T'yu {p,} este inconsistenta. In cazul 1) I'hcI';, conform unui fapt
elementar din teoria multimilor [x € x U y], iar in cazul 2) 'y I'; pentru ca I'; = T.
Pasul inductiv: sd ardtdm ca pentru orice j < n, j, ne N, I,c I',. Presupunem ca
pentru orice i <j <n, I';C I [ipoteza inductiei]. Acum, fie (I) j = n-1, fie (II) j <n-1.
Sé le consideram pe rand. (I) j = n-1. Conform definitiei 2.19, stim ca 1) I',= T,
1V {0,}, dacd T',; U {g,} este consistentd, sau 2) I', = I',;, daca I',; U {@,} este
inconsistentd. Din ambele cazuri rezulta ca 3) I',,; c I, [justificare e aceeasi cu cea
oferitd pentru cazul de bazd], asadar I'; c I',.. (II) j <n-1. Din ipoteza inductiei, rezulta
cd pentru orice j < n-1, 4) I';c I',.; Din 3) si tranzitivitatea relatiei de incluziune

rezultd ca I';c I',. Din (I) si (II) rezultd demonstratia pasului inductiv.

Demonstratia lemei lui Lindenbaum

Demonstratia se va face in doud etape: intdi vom demonstra ca a) [ este
consistentd iar apoi c¢d b) I’ este maximal consistenta.

Pentru a demonstra ca a) I este consistentd, sa demonstram ca fiecare I'; C I este
consistenta. In acest scop, vom folosi inductia pe multimea I"’

Cazul de baza:

Din presupunerea ca A este consistenta, rezultd ca Iy este consistentd [[) = A].
Pasul inductiv:

Sa demonstram cd din presupunerea cd [, este consistentd [ipoteza inductiei]
rezulta ca I',+; este consistenta.

Din definitia 2.19 stim ca 1) [, = T, U {@,+;}, daca I', U {@,+;} este consistenta,
prin urmare, in acest caz, I',.; este consistentd in virtutea definitiei, sau 2) I',,; =
I',, daca reuniunea I', U {@,+;} este inconsistentd, in acest caz I+, fiind consistenta
in virtutea ipotezei inductiei. Din 1) si 2) rezulta ca I',,; este consistenta.

Sa recapituldm: ceea ce vrem sa demonstram este ca mulfimea I’ este maximal
consistenta si include multimea A. Ceea ce am stabilit pand acum este ca fiecare
[, I este consistentd. In continuare, vom stabili ca, in conditiile in care fiecare I';
este consistentd, I’ este consistentd. S presupunem, prin reductio, cd I’ este
inconsistentd. Atunci, conform lemei echivalengei definitiilor, existd o formula
o€ Form astfel incat (1) I” |- o si(2) F’|— —¢. Din (1) si (2), conform lemei
compactitatii sintactice, rezulta ca existd doua multimi finite A, si A, astfel incat
A |-(p si A, |-ﬁ(p, AcT’siAcI.
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Acum, dat fiind cd cele doud multimi A; si A, sunt finite, putem ordona
crescator formulele din aceste multimi in functie de indexul acestora din girul /. Fie
AN = AUA;, = {@/p,€ Ay sau @€ Ay} I si [ = {i/i este indexul unei formule
¢;€ A’}. Conform definitiei 2.19, singurele modalitati prin care o formuld ¢; poate
sd apartind multimii " sunt fie pentru ca @;e A (=[y), fie pentru cd ¢,€ I[';. Lema
2.16, insa, ne asigura ca Iy I';, asadar, cu certitudine, ¢,€ I';, pentru orice i€ /. Sa
presupunem, fard a pierde din generalitatea demonstratiei, cd indexul maxim din /
este n. Din ;€ I';, pentru orice i€ /, rezultd cd ¢, I',. Din lema 2.16 rezulta ca
I';c T, pentru orice i < n, iar cum #n este cel mai mare index din / rezultd ca I';c T,
pentru orice i€ I. Din @,€ I'; si [';c I, pentru orice i€ [, rezultd cd A’ c T, ceea ce
inseamna ca (3) I, |- osi(4 T, |-ﬁ(p, adica I', este inconsistentd, ceea ce contrazice
faptul ca fiecare I';C I’ este consistenta.

b) I’ este maximal consistenta.

Sa presupunem, prin reductio, cd I’ nu este maximal consistentd. Atunci, existd o
formulad @ Form, astfel incat o I'’, dar totusi " U {@} este consistenta. Pentru ca
o€ Form, ¢ trebuie sd apard 1n sirul / i, prin urmare, este indexatd cu un anumit
numar care 1i determinad pozifia in sir. Sa presupunem, fard a pierde din
generalitatea argumentului, ca formula ¢ este a #n-a formula din sirul /, prin urmare,
cd @ = @,. Acum, din p¢ I, rezultd ca eI, [pentru ca I',c I"’], de unde rezulta,
conform definitiei 2.19, ca I',.; U {9,} este inconsistentd. Daca I',; {¢,} este
inconsistenta, atunci, conform suficientei lemei 2.14, '), |- (—¢,). Dar I',,;cI"” de
unde rezulta ca I7 |- (—p,), de unde, conform necesitatii lemei 2.14 rezultd ca
I U {e} este inconsistentd, ceea ce contrazice asumptia cd existd o formula

@€ Form, astfel incat ¢ I, dar totusi " U {¢} este consistenta.

Proprietati ale multimilor maximal consistente
Multimile maximal consistente anumite proprietd{i care faciliteaza constructia
unui model semantic asociat acestor mulfimi. Acest proprietati sunt sumarizate in

lemele urmatoare.

Lema 2.17:Pentru orice formuld g€ Form si orice multime maximal consistenta
I, fie'’ pe I, fie (m@)e .

37 Tn acest context, ‘fie’ are o interpretare exclusiva.
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Demonstratie: sa presupunem cd [ este o multime maximal consistentd. Din
cerinta consistentei si lema echivalengei definitiilor reiese ca nu se poate ca pe ['” si
—peI”. Si presupunem ci ¢ ’si ~e I"". In acest caz, conform definitiei 2.18,
atat I” U {o} cat si [ {—p} sunt inconsistente, de unde deducem, conform
suficientei lemei 2.14 ¢i (1) T } (—@) si (2) T } ¢. Din (1) si (2) rezultd ci I este
inconsistentd, asadar ambele formule nu pot apartine multimii I [altfel s-ar
distruge consistenta multimii I'’] dar nici nu pot fi in afara multimii I"’[dupa cum

am aratat in ultima demonstratie]. Prin urmare, fie o I, fie ~pe 1.

Lema 2.18: Pentru orice formuld g€ Form §i orice mul{ime maximal consistenta
I’, daca I |— ¢, atunci o€ I’ [spunem, in acest caz, ca [” este inchisa in raport cu
relatia de deductibilitate].

Demonstratie [prin reductio]: presupunem cd [’ este maximal consistenta, I” |— 0]
dar totusi ¢ I"’. Daca @¢ I, atunci conform lemei 2.17, (—p)e I"’, de unde rezulta

cal” |- (—), asadar I’ este inconsistentd. Prin urmare, daca I |- ¢, atunci pe I,

Lema 2.19:Fie I'” o multime maximal consistenta. In aceste conditii, (p—y)e I

daca si numai daca fie g I, fie ye .

Demonstratie: Suficienta [prin reductio]: presupunem cd [ este o multime
maximal consistentd, (¢ — y)e I’ si e I, ye ", In aceasti situatie:

.17 |— (¢ — y) [din presupunerea ca (¢ — y)e ]

2.1 |— ¢ [din presupunerea ca pe ']

3.1 Fw [1,2 mp]

4.1 |— (—y) [din ye I’ si lema 2.17 rezulta ca (—y)e [, asadar I |- )]

Din 3. si 4 rezultd ca I este inconsistentd. Prin urmare, daca (¢ — y)e I, atunci
fie pg I, fie ye .

Necesitatea: presupunem cd I’ este o multime maximal consistentd si (I) g7,
(I) yeI”. Vom demonstra cd din ambele cazuri rezulta I |— (p — y). Sa
consideram, asadar, cele doua cazuri:

Cazul (I), p¢ I'’. Conform lemei 2.17 (—¢)e I"’, asadar:

LT} () [(Co)el]

2.1 F((-9) = (¢ — ) [T 5i THIN]

3.7 Ko — w) [1., 2. mp]
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Cazul (IT), ye I'". In acest caz,

4.1 |-\|I [wvel”]

5.7} (v — (¢ — ) [Ty si THIN]

6.7 Ho — v) [4., 5. mp]

Dupa cum se poate observa, din ambele cazuri rezulta [’ |— (0 — v).

Cu aceste rezultate la Indemana putem enunta si demonstra principalul instrument

folosit n demonstrarea completitudinii calculului propozitional:

Lema 2.20: Lema existentei unui model: Daca I © Form este o multime consistenta

de formule, atunci I" are un model.

Demonstratie: fie I' © Form o multime consistentd de formule. Acum, conform
lemei lui Lindenbaum, exista o multime maximal consistentd de formule I"” astfel
incatI'cI.
Definim o functie de evaluare v pe multimea Var astfel:
v: Var — {0, 1},
I, ddacd p, e I"
vpi)=

0,ddacd p,¢ T"

In aceste conditii, vrem si ardtim ci urmatoarea echivalenta are loc:
(E) i(p) = 1 daci si numai daca™ pe I,

unde i, i: Form — {0, 1}, este extensia functiei v definita mai sus.
Pentru a demonstra (£) vom folosi prin inductia pe complexitatea lui ¢:
Cazul de bazi: ¢(¢) = 0. In acest caz, ¢ = p;, p;€ Var. Din definitia evaluarii v si a
interpretarii i rezultd i(p) = v(p;) = 1 ddaca p =p,e .
Pasul inductiv: s presupunem ca i(¢) = 1 ddaca ¢e I, pentru orice ¢ Form,
c(9) < n [ipoteza inductiei] si sd aratam ca echivalenta de mai sus se pastreaza si
pentru formulele gpe I astfel incat c¢(9) = n. Corolarul 2.1 ne asigura ca formulele
calculului propozitional dezvoltat de noi nu pot avea decat urmatoarele forme: (I) ¢
= (y — y) sau (II) ¢ = (—y). Vom trata cazurile separat.
Cazul (I): sa presupunem cd ¢ = (—y) si c(@) = n si sa demonstram ca i(p) = i(—y)
=1 ddaca (—y)eI".

38 1n continuare, precurtat ddacad.
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Suficienta: presupunem ca i(¢) = i(—y) = 1. Atunci, conform definitiei interpretarii
i, i(y) = 0. Dar ¢(y) < n, prin urmare ipoteza inductiei se aplica formulei y. Prin
contrapozitie din necesitatea ipotezei inductiei [i(y) = 1 ddacad yeI’], rezulta ca

ye . Din lema 2.17 rezulta ca (—y)e ™.
Necesitatea: presupunem ca ¢ = (—y)e . Din lema 2.17 rezulta ca ye [, Dar c(y)

< n, prin urmare ipoteza inductiei se aplicd formulei y. Prin contrapozitie din
suficienta ipotezei inductiei [i(y) = 1 ddacd ye I"’] rezultd ca i(y) = 0. Conform
definitiei interpretarii i, i(—y) = i(p) = 1.
Cazul (II): sa presupunem cd @ = (y — %), (@) = n, c(y) < n, c(y) < n si sa
demonstram ca i(y — ) = 1 ddaca (y — y)e”
Suficienta: presupunem ca i(¢) = i(y — %) = 1. Atunci, conform definitiei
interpretérii 7, nu este cazul ca i(y) = 1 si i(y) = 0 ceea ce revine la a aserta ca sau
i(y) = 0 sau i(y) = 1. Sa consideram pe rand, cele doua cazuri, respectiv, i(y) = 0 si
i(x) = 1. Dividem demonstratia corespunzator acestor subcazuri in:
Subcazul (IIa): i(y) = 0. Cum c(y) < n, ipoteza inductiei se aplica formulei v, iar
prin contrapozitie din necesitatea ipotezei inductiei rezulta ye I, Din lema 2.19
rezultd ca (y — e .
Subcazul (IIb): i(y) = 1. Cum c(¥) < n, ipoteza inductiei se aplica formulei y iar
din ipotezei inductiei rezultd ye I'’. Din lema 2.19 rezulta ca (y — y)e .
Necesitatea: presupunem ca (y — y)eI”. Din lema 2.19 rezulta ca fie yg I, fie
x€ . Vom considera pe rand, cele doua cazuri, respectiv, i(y) = 0 si i(y) = 1 si
vom divide demonstratia corespunzator acestor subcazuri:
Subcazul (Ilc): ye I, Pentru ca c(y) < n, ipoteza inductiei se aplica formulei y
rezultand, prin contrapozitie din necesitatea ipotezei inductiei, ca i(y) = 0, de unde,
mai departe, conform definitiei interpretarii i, rezultd ca i(y — y) = 1.
Subcazul (IId): ye I’. Pentru ca c(y) < n, ipoteza inductiei se aplicd formulei y
rezultand ca i(y) = 1, de unde, mai departe, conform definitiei interpretarii i, rezulta
cai(y —y)=1.

Ceea ce am demonstrat pand acum este cd pentru orice formuld pe I existd o
interpretare 7 astfel incat:

i(p) =1 ddacd peI".
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Din definitia a ceea ce este un model, rezultd, evident, ca I"” are un model
[interpretarea i]. Dar cum ['c 17, rezulta ca i(¢) = 1 pentru orice ¢ I', adica I are
un model. Cu aceasta, demonstratia existentei unui model este incheiata.

Pentru a usura demonstratia teoremei de completitudine a calculului

propozitional sa stabilim urmatorul rezultat:

Lema 2.21:Fie o€ Form, I' © Form. Daca F|= ¢, atunci I'U {—¢} nu are nici un

model, simbolic I'U {—@} .

Demonstratie [prin reductio]: Presupunem ca I' |= ¢ si 'U {~¢} are un model.
Conform definitiei modelului existd o evaluare v astfel incat i(I"U {—¢}) = 1 adica
existd o evaluare v astfel incat i(I") = i(—) = 1. Daca i(—¢) = 1, atunci conform
definitiei interpretarii i, i(¢) = 0, prin urmare exista o evaluare v astfel incat i(I') =1

si i(¢p) = 0, ceea ce contrazice asumptia ca I’ |= 0.

Teorema 2.7: Teorema de completitudine a calculului propozitional: Daca I |= 0,

atunci T | .

Demonstratie: Sa presupunem ca I’ |= ¢. Conform lemei 2.21, I'U {—¢} nu are nici
un model. Dar dacd I'U {—¢} nu are nici un model, atunci, prin contrapozitic din
lema existentei unui model, I' U {—¢} este inconsistentd sintactic. Daca I'U {—¢}
este inconsistenta sintactic, atunci, prin lema 2.13, T |— 0.

in continuare vom demonstra teorema de compactitate folosindu-ne de teorema

de completitudine si corectitudine plus urmatoarea lema:

Lema 2.22:Daca fiecare submultime finitd A a unei multimii I' este consistenta,

atunci I" este consistenta.

Demonstrafie [prin contrapozitie]: Presupunem ci I' este inconsistentd. in acest
caz, conform lemei echivalentei definitiilor, T’ |-J_ Conform lemei de compactitate

sintactica, exista o submultime finita A; CI" astfel incat A, |-J_.

Teorema 2.8: Teorema de compactitate: O multime I" are un model ddaca toate

submultimile finite A c I" ale acesteia au un model.

Demonstratie: Suficienta: daca I' are un model, atunci, evident, fiecare submultime
AT are un model. [este suficient sa consideram acea evaluare v care se extinde la

o interpretare i care face toate formulele Iui I" adevarate]
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Necesitatea [prin reductio]: sa presupunem ca fiecare submultime finitd AcC I" are
un model dar ca I' nu are nici un model. Atunci, prin contrapusa lemei existentei
unui model, I' este inconsistentd. Daca I' este inconsistenta, atunci, prin contrapusa
lemei 2.22, existd o submultime finita A c I, astfel incat A este inconsistentd. Daca
A este inconsistentd, atunci prin contrapusa lemei existentei unui model A nu are un
model. Contradictie.

Urmatoarea teorema este echivalenta cu feorema de compactitate:
Teorema 2.9: T |= ¢ ddaca exista o submultime finitd A c I" astfel incat A |= 0.

Demonstratie: Suficienta: Daca I |= ¢, atunci, conform teoremei de completitudine,
r |—(p. Dacall |-(p atunci, conform lemei compactitatii sintactice exista o submulfime
finitd AcI" astfel incat A |- ¢. Aplicand teorema de corectitudine obfinem A |= Q.
Prin urmare A |= 0.

Necesitatea [prin reductio]: Presupunem ca existd o submultime finitd A c I, astfel
incat A |= o, dar, totusi, I' ¥ ¢. Fie v evaluarea care se extinde la interpretarea i(I') =
1 sii(p)=0.Pentrucai(') =1 si AcT avem i(A) = 1. Dar 1n aceste conditii avem

i(A) =1sii(p) =0, adicd A ¥ @, ceea ce contrazice presupunerea noastra.
Lasam ca exercitiu al infelegerii conceptelor de completitudine, corectitudine si

compactitate, demonstratia echivalentei teoremei 2.9 cu teorema de compactitate.



3 Logica de ordinul |

PRELIMINAR

Necesitatea introducerii logicii de ordinul intéi se poate justifica, de pilda, prin
indicarea unor rationamente a caror validitate o putem sesiza intuitiv, dar nu o
putem demonstra in calculul propozitiilor. De pilda, cel mai celebru rationament
silogistic,

Toti oamenii sunt muritori
Socrate este om
Socrate este muritor,
desi este corect (atdt intuitiv cat, vom vedea, si formal), totusi, in modelarea
propozitionala, apare ca fiind nevalid. Mai precis, din punctul de vedere al logicii
propozitiilor, rationamentul este compus din trei propozitii atomare diferite, iar
forma sa, in calculul propozitional, este: {p;, p>} |- p3, unde
p:: Toti oamenii sunt muritori.
p2: Socrate este om.
p3: Socrate este muritor.
Nevaliditatea rationamentului se poate proba considerand evaluarea v in care: v(p;)

=v(p;) = 1, v(p;) = 0. In aceastd evaluare premisele sunt adevérate, iar concluzia
este falsa, asadar {py, p;} ¥ p, iar conform contrapusei teoremei de corectitudine,

{po, p1} W p,, adicd rationamentul este nevalid.

In acest context, si analizim relevanta calculului propozitional pentru logica de
ordinul I. Putem descrie mai acurat utilitatea calculului propozitional fatd de logica
de ordinul I In urmatorul mod: daca am stabilit cd ¢ este o consecintd tautologicad a
multimii de asumptii I' (I |= ¢) atunci ¢ va fi o consecinta semantica a multimii de
asumptii I' si in logica de ordinul 1. Dar daca I't ¢ in calculul propozitional? in
acest caz, dupd cum am aratat in exemplul de mai sus, nu putem afirma cé ¢ nu

este o consecinta semantica a lui I" ci doar ca ¢ nu este o consecinta tautologica a
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lui I'. Vom vedea ca ¢ este o consecintd semantica a lui I intr-un sens mai larg, in
logica de ordinul 1. Cu alte cuvinte, rezultatele obtinute in calculul propozitiilor
raman un bun castigat. O schema de rationament valida in logica propozitiilor se
adaugd, ca un bun castigat, in lista schemelor valide de rationament ale logicii de
ordinul I. Problema pe care o ridicd exemplul de mai sus este cd aceasta lista de
scheme valide de rationament nu este epuizata de tehnicile de evaluare din logica
propozitiilor, adicd existd mai multe rationamente valide decat poate demonstra
logica propozitiilor. Pentru a surprinde aceste rationamente valide, avem nevoie,
evident, de o extindere a calculului propozitional. Cea mai ‘naturald’ si la

indemana astfel de extensie este logica de ordinul I (LOI).

SINTAXA LIMBAJELOR DE ORDINUL I

Inainte de a prezenta un limbaj de ordinul I trebuie si subliniem o asumptie
fundamentald pe care este construit acest limbaj: aceea cd enunturile cele mai
simple sunt de forma urmatoare:
Un anumit obiect o are proprietatea P i
Douda sau mai multe obiecte se afla in relatia R
latd cum motiveazd Dirk van Dalen aceastd asumptie in cazul limbajelor

matematice:

Experience has taught us that the basic mathematical statements are of the

form “a has the property P” or “a and b are in the relation R”, etc. Examples

are: “n is even”, “f'is differentiable”, “3 = 5, “7 < 127, “B is between 4 and

Cm 1
Aceeasi idee apare si in dialogul Sofist-ul’, unde Platon analizeaza enunturile
simple sau elementare ca un compus dintre un substantiv care denotd un individ
sau o clasd de indivizi si un verb care denota o actiune sau o proprietate a acestora.

In consecintd, alfabetul limbajelor de ordinul I va contine simboluri pentru

constante individuale si simboluri pentru predicate. Intuitiv, constantele individuale

denotd indivizi sau obiecte, predicatele denotd proprietdti ale indivizilor sau

! Dirk van Dalen [2008], Logic and Structure, Berlin, New York: Springer Verlag.

2 Platon [2004], ‘Sofistul’ in Opere complete vol. IV, Bucuresti: Humanitas, pp. 83 — 87.
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obiectelor. La aceasta lista de simboluri vom adauga si simbolurile functionale,
amanand discutia privind justificarea si utilitatea acestora. Aceastd listd de
simboluri poate fi, in unele cazuri, vida. Pentru a rezuma, un limbaj de ordinul I
contine:

L.. Signatura (o)

a) O multime C de simboluri pentru constante individuale: C = {c,: ne N*}
b) O multime Pr de simboluri predicationale: Pr= {P] : n, ie N*}

¢) O multime Ft de simboluri functionale: Ff = {f : n, ie N*}

Specificarea limbajelor de ordinul I se va face, in continuare, prin precizarea
signaturii acstuia, considerdnd fixate celelalte componente. In acest sens, si
remarcam ca specificitatea unei teorii de ordinul I este determinatd de signatura
acesteia. Componenetele fixe si indispensabile ale limbajului de ordinul I pe care il

vom construi In continuare sunt simbolurile logice si simbolurile auxiliare:

1. Simbolurile logice

d) conectorii propozitionali: O = {—, —}
e) cuantificatorii: Cuant = {V }

/) identitatea’: I = {=}

g) variabilele: Var = {x,: ne N*}

Similar calculului propozitional, vom introduce doua simboluri aditionale folosite

la citirea unica a formulelor limbajului.

1. Simbolurile auxiliare [semnele de punctuatie]:

h)y Pc={'C,")" }

Trebuie sa subliniem cad presupunerea subiacentd alegerii acestor multimi de
simboluri este ca multimile sd fie disjuncte doud cate doud. Cu aceste precizari

specificdm alfabetul 4 = {c U O U CuantU [\U Var U Pc} unui limbaj de ordinul I,

unde o poate fi vida.

Precizari terminologice: 1) Convenim sa notam prin £(c) limbajul pe care il vom

construi pornind de la alfabetul 4 si signatura o, iar, in continuare, vom mentiona

3 . - . - .. .. . . o o . . . o A . . . .
Trebuie sa precizam ca unii logicieni considera ca identitatea trebuie plasata in signatura limbajului,
insa, in continuare, vom trata identitatea ca pe un un concept care apartine logicii, asadar vom
incadra simbolul pentru identitate in lista simbolurilor logice.



86 Logicd matematica

doar signatura limbajului ¢ subintelegind ca este vorba de signatura limbajului £,
descris mai jos.
2) In cazul in care nu se produce o confuzie terminologica, vom proceda adeseori la

urmatoarele abrevieri: constantele c,, ¢, ,...c,, vor fi abreviate prin literele a, b, c...,

simbolurile predicationale P, ..., P prin literele P, O, R, S, F, G etc., simbolurile

functionale /], ..., f; prin simbolurile uzuale de functii f; g etc. iar variabilele

individuale x;, x5, ,...x, prin literele de la sfarsitul alfabetului x, y, z, ¢, u, ... etc.
Exemple: (1) Signatura aritemticii este, oar: {0, S, +, X}, unde

a) Constante individuale: 0.

b) Simboluri functionale: S [simbolul pentru functia succesor], +, X

¢) Simboluri relationale: O

(2) Signatura teoriei multimilor in axiomatizarea Zermelo-Fraenkel cu axioma
alegerii este ozrc : {€ }, unde

a) Constante individuale: @

b) Simboluri functionale: @

¢) Simboluri relationale: € [simbolul pentru relatia de apartenenta].

(3) Signatura teoriei grupurilor este ogg: {e, °, '} unde

a) Constante individuale: e [elementul neutru al structurii]

b) Simboluri functionale: ° [operatie binara asociativa],” [operatie unar — asociaza
fiecarui element al structurii de grup inversul acestuia]

¢) Simboluri relationale: @

Cu ajutorul simbolurilor de mai sus putem opera concatenari si obtine, in acest
mod, cuvinte peste alfabetul 4. Dar, dupda cum am vazut in sectiunea dedicata
calculului propozitiilor, scopul sintaxei unui limbaj formal este sd delimiteze
multimea propozitiilor cu sens, in acest caz, multimea propozitiilor pasibile de a fi
adevarate sau false, de alte constructii peste acest alfabet. in cazul calculului
propozitional, aceasta specificare se putea face intr-un mod direct, dat fiind ca in
limbaj logicii propozitiilor nu distingeam structura propozitionald, astfel incat
elementele de baza ale constructiei erau considerate propozitii. Limbajul logicii de
ordinul I, insd, surprinde structura propozitiilor, iar pentru a defini ce anume este o
propozitie trebuie sa specificam, in prealabil, care sunt elementele componente ale
unei propozitii. ‘Caramizile’ din care este alcatuitd o propozitie sunt termenii, prin
urmare, primul pas pe care trebuie sd-1 facem pentru a delimita mulfimea

propozitiilor este sa specificim definitional care sunt termenii limbajului £(o).
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Simplificand, putem spune ca un termen este o expresie folositd pentru a numi
ceva. In general se disting trei modalitdti prin care termenii realizeazi aceastd
functie de numire: 1) prin intermediul constantelor individuale se atribuie unui
obiect determinat un nume determinat care va raméane fixat referential de acel
obiect [in limbajul natural numele proprii sunt echivalentul constantelor
individuale], 2) prin intermediul variabilelor se atribuie un nume temporar unui
obiect nespecificat [echivalentul variabilelor, in limbajul natural, este reprezentat
de modul de folosire al substantivelor nearticulate], si, in sfarsit, 3) prin
intermediul functiilor aplicate termenilor atribuim un nume ‘complex’ — cu
proprietatea cd indicd modul de determinare a referintei sale — unui obiect
specificat sau nu [exemple, In limbajul natural, In acest sens sunt constructiile de
tipul: fiul lui George; tatal lui Petre, unde expresiile fiul, tatal se comportd ca
functii aplicate unor constante individuale [George, Petre].

Urmatorul pas in elaborarea limbajului nostru consta in specificarea modului in

care se agrega termenii pentru a forma propozitii. Totusi, o cale mai eficienta de a
preciza ce anume constituie o propozitie in £(c) este sa definim mulfimea formu-

lelor limbajului £(c), iar din aceasta multime sd delimitdm, ulterior, multimea
propozitiilor. Observatia care ne determind sd procedim in acest mod este ca
formulele indeplinesc o functie dubla: pe de-o parte ele exprima propozitii, pe de
alta parte ele exprima relatii si proprietati complexe definibile in L.

In acord cu cele expuse in paragrafele precedente, pentru a descrie sintaxa
limbajului £(c) in termenii sistemelor de generare trebuie sd disjungem si sa
demonstram libera generare a doud sisteme: al termenilor si al formulelor. Vom
specifica aceste sisteme fard insd a demonstra proprietatea de liber-generare a
acestora’ [cititorul, insi, este incurajat si incerce si construiascid demonstratii ale
liber generarii sistemului termenilor si formulelor] iar In prezentarea unui limbaj de

ordinul I vom opta pentru definirea termenilor si formulelor intr-un mod ‘clasic’,

* Dupa cum subliniam si in prefata acestei lucriri, miza demersului nostru este prezentarea unei
abordari matematice actuale a logicii intr-un mod cat mai accesibil, dar care sa nu prejudicieze
rigoarea matematica. in acest sens, intelegerea modului in care am demonstrat proprietatea de liber
generare a sintaxei calculului propozitiilor este suficientd pentru a intelege demonstratia corespun-

zatoare liber generarii termenilor si formulelor limbajului £; diferenta dintre cele doud demonstratii
nu este de natura conceptuala ci doar de complexitate.
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din considerentul simplu de a face cat mai intuitivd sintaxa limbajului £. in fond,
descrierea sistemului temenilor si formulelor in vocabularul sistemelor de generare
are ca scop stabilirea liber generarii acestora si, in consecinta, legitimarea folosirii
inductiei si recursivitatii pe mulfimea termenilor si formulelor. Pentru ca definitiile
clasice ale multimii termenilor si formulelor limbajului £(c) sunt echivalente cu
cele descrise mai jos, In termenii sistemelor de generare, putem importa rezultatele
de liber generare obtinute in acest din urma caz, ceea ce, mai departe, ne va permite
sd definim recursiv functii si sd folosim demonstratiile prin inductie pe aceste

multimi.

1

Definitie 3.1: Fie o o signaturd si pentru orice /7 € Ff definim it A% — A%,
St @y s 1) = f TN, In aceste conditii, termenii (7erm) limbajului £(c)

sunt: Term = G(4*, CU Var, {f;7 , unde f; € Ft}).

Teorema 3.1: Sistemul Term este liber generat.

Demonstratie: Dupa cum subliniam mai sus, demonstratia nu este conceptual mai
dificila ci doar mai complexa fata de cea oferitd in capitolul anterior pentru calculul
propozitiilor asa incat 1l indrumadm pe cititor sd incerce sd demonstreze singur
teorema 3.1 avand ca sablon conceptual demonstratia liber generarii sintaxei

calculului propozitional.

Definitie 3.2: Fie ¢ o signatura. Definim:

Form_Atom={P} "t .."t,"), P! € Pr, t,, ... t,€ Term} U {("t/="t"), t;, t;c Term}.

Fie, acum, functiile:
frr A*—A*,
J~(9) = (""¢"), unde e 4*
[ A*X A*—A*,
500, ) = ("¢"—="y"), unde ¢, ye 4™,
si
pentru orice xe Var, fy: A*¥—A%*,
Jv(p)= V"x*("¢") unde g 4*
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Definitie 3.3: Formulele (Form) limbajului £(c) sunt:
Form = G(4*, Form_atomic, {f-, [, fv})

Teorema 3.2: Sistemul Form este liber generat.

Lasam 1n seama cititorului demonstratia teoremei 3.2 urmand sablonul
demonstratiei liber generarii sistemului Form din capitolul anterior.

Teorema recursivitatii si teoremele 3.1 si 3.2 ne permit sa definim recursiv
functii pe mulfimea termenilor si formulelor si sd utilizdm principiul inductiei

pentru a demonstra cé termenii sau formulele limbajului au o anumita proprietate.

Principiul inductiei structurale pe multimea formulelor: o€ Form are proprietatea
P, daca:

Cazul de baza: o Form_atomic are proprietatea P

Pasul inductiv:

a) Daca ¢e Form si ¢ are proprietatea P, atunci (—¢) are proprietatea P.

b) Daca ¢ si ye Form au proprietatea P, atunci (¢ — ) are proprietatea P.

¢) Daca ¢e Form are proprietatea P si x este o variabila, atunci V x(¢) are
proprietatea P.

Principiul inductiei structurale pe multimea termenilor: te Term are proprietatea P,
daca:

Cazul de baza

a) Fiecare c;e C are proprietatea P.

b) Fiecare x;e Var are proprietatea P.
Pasul inductiv: daca fiecare t,€ Term (1 <i<n) are proprietatea P, atunci f7 (¢, ... t,)

are proprietatea P.

Dupa cum subliniam mai sus, definitiile clasice ale multimii termenilor si

formulelor £(c) sunt echivalente cu cele formulate in termenii sistemelor de
generare, agadar, folosirea definitiilor recursive ale functiilor precum si cele doua

principii structurale sunt legitime si In contextul utilizarii definitiilor clasice.

Definitie 3.4: Fie o o signaturd. Definim multimea termenilor (TERM) limba-

jului £(o) prin urmétoarele clauze:

1) Orice constanta individuald este un termen; C < TERM
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i) Orice variabila este un termen; Var 2 TERM
iii) Dacé t,, ..., t,€ TERM, atunci f7 (¢, ... t,)€ TERM, pentru orice f € F}.
iv) Reprezinta un termen orice sir de simboluri din £(c) care se obtine
efectuand de un numar finit de ori pasii 1)-iii).
Exemple: 1) In £(car), SS(0), +(S(0), +(SS(0)), 0) sunt termeni. 2) in £(cgr), X,
o(x, ), °(=( x, y), x"") sunt termeni.

Libera generare a multimii termenilor ne sugereaza posibilitatea de a-i

reprezenta cu ajutorul arborilor de decompozitie.

+(+(S5(0), 0), S(0)) +

SS(0) S
S(0) ‘S S$0) ~ S
‘ +(85(0), 0)) A+
0 '0 /\ 0 'o0
NOBE 0" 0
S(0) ‘ S
0 ‘ 0

Asociem, de pilda, celor doi termeni ai L£(Gar), urmatorii arbori de decompozitie

Definitie 3.5: Fie o o signatura. Definim formulele atomare (FORM_ATOM) ale
lui £(o) prin urmatoarele clauze:

1) Daca t, t;e TERM, atunci (1; = t))e FORM_ATOM;

i) Daca, ..., t,¢ TERM i P! € Pr, atunci P} (¢,...t,)€ FORM_ATOM

iii) Reprezintd o formula atomara orice sir de simboluri din A* care se obtine

efectudnd de un numar finit de ori pasii 1)-iii)
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Definitie 3.6: Fie ¢ o signatura. Definim formulele (FORM) lui £(c) prin urma-
toarele clauze:

1) Dacd o€ FORM_ ATOM, atunci o€ FORM.

ii) Daca ¢, ye FORM, atunci (¢ — y)e FORM.

iii) Dacd o€ FORM, atunci (—¢)e FORM,

iv) Daca oe FORM si xe Var, atunci V x(p)e FORM.

v) Reprezinta o formula orice sir de simboluri din £(c) obtinut prin aplicarea

de un numar finit de ori a clauzelor 1)-iv).

Exemple: 1) In £(cr), (SS(0) = +(S(0), S(0)); V¥ x(+(S(x), SS»)) = S(+(S(x), SK)))
sunt formule. 2) In £(ccr), (((x,x") = e); VxVyVz (o(o( x, y), z) = (o(x, *(v, 2)))
sunt formule.
Ca in cazul termenilor, putem asocia unei formule un arbore unic de decompozitie.

Mai jos avem ilustrati arborii de decompozitie pentru formulele din exemplul 1).

VX(HS(), SS(7) = S(+HSX), S»)) ¥

(+(S(x), SS(v) = S(H(S(x)), S()) S

(85(0) = +(S(0), SOP~= H(S(), SS(V)))/JF\ S(HS(), SO)) ‘ S

SS0) S +(S5(0), S(0)) + Sx) 1S SSO») ‘ S (HSk), S%
S(0) S SO0 °S S0 S X S») S Sx) S S») S
0 0 0 0 0 ‘ 0 y oy X X yy

In acest punct este util sa stabilim o conventie privind scrierea formulelor care
contin simboluri predicationale, relationale si functionale. In acord cu practica
matematicd, vom nota expresiile matematice relationale si functionale consacrate

[de tipul <, >, <, =, pentru cele relationale si +, -, X , + pentru cele functionale]
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nu inaintea variabilelor ci intre variabile, restul expresiilor predicative si relationale

fiind notate conform definitiei formulelor. Formulele exemplului 1) vor fi rescrise,

in acest caz, sub forma: (SS(0) = (S(0) + S(0)); V x((S(x)+SS(»)) = S((S(x)*+S(»)))
Consecintele liberei generari a multimii termenilor si formulelor, pe care le

precizam sub forma unor corolare fara, insd, a le demonstra, sunt reprezentate de
proprietatea descompunerii unice a fiecarei formule si termen din £(c). Pentru a nu
incarca excesiv enuntul definitiilor, lemelor si teoremelor, acolo unde contextul

este clar, vom eluda mentionarea limbajului £.

Corolar 3.1 (Descompunerea unica a termenilor): Dacd te TERM atunci ¢ poate
avea doar una dintre urmatoarele forme:

(Nt=c,ceC

(i) t = x;€ Var

(#ii) t=f7 (¢; ... ty), unde /7 este un simbol functional n-ar iar ;€ TERM, (1<i<n).

Corolar 3.2 (Descompunerea unica a formulelor): Dacad ¢ FORM, atunci ¢ poate
avea doar una dintre urmatoarele forme:

(7)) ¢ = (t;=1), unde ¢, t;,e TERM,

(i) =P (t; ... t,), unde t,e TERM, (1 <i<n), iar P} € Pr.

(iii) @ = (y — %), unde vy, ye FORM.

(iv) @ = (—y), unde ye FORM.

(v) @ =V x(y), unde xe Var si ye FORM.

Specificarea multimii FORM, insd, nu e de ajuns pentru a stabili care formule
reprezintd propozitii. Pentru a delimita clasa acestora trebuie sd precizdm, in
prealabil, relatia dintre cuantificatori si variabile in cadrul unei formule. In acest
scop vom defini mulfimea subformulelor unei formule si a subformulelor imediate

ale acesteia.

Definitie 3.7: Fie £(c) un limbaj, o o signaturd si o€ FORM. Subformulele

(SF(9)) ale formulei @, SF(¢): FORM — P(FORM), sunt
1) Dacd o€ FORM_ATOM, atunci SF(¢) ={¢}.
i) Daca ¢ = (7y), SF() = SF{y} L {y}.
iii) Daca ¢ = (v — y), atunci SF(¢) = SF{w} U SF{y} U {o}.
iv) Daca ¢ = V x(y), atunci SF(¢) = SF{y} L {¢}.
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Definitie 3.8: Fie £(c) un limbaj, o o signaturd si o€ FORM. Subformulele

imediate (SFI(¢)) ale formulei ¢, SFI(¢): FORM — P(FORM) sunt,
i) Dacd o€ FORM_ATOM, atunci SFi(¢) = Q.
i1) Daca ¢ = (v — y), atunci SFI(9) = {y, x}.
iii) Daca ¢ = (—v), atunci SFI(¢) = {vy}.
iv) Daca ¢ = V x(vy), atunci SFI(¢) = {yUy}.

Pentru lizibilitatea urmadtoarelor definitii subintelegem prin referintele la
termenii ¢ sau formulele ¢ exclusiv referinte la termeni o-termeni t€ TERM si
formule o-formule e FORM.

Sa definim ce sunt ocurentele variabilelor unui termen ¢, (OV(?)), si variabilele

libere ale unei formule, (VL(o)).

Definitie 3.9: Fie »£(c) un limbaj, ¢ o signaturd. Ocurentele variabilelor unui -

termen ¢, (OV(?)), OV(f): TERM—P(Var), sunt:

i) Dacat= c;, atunci OV(¢) = Q.

i1) Daca ¢t = x;, atunci OV(¢) = {x;}.

iii) Daca t =f7 (¢, ... t,), atunci OV(¢) = OV(t;) U OV(5,) U ...OV(Z,).
Similar notatiei introdusd pentru specificarea variabilelor propozitionale ale unei
formule a calculului propozitional, notam sintetic faptul ca un termen ¢ contine

variabilele x;, xy, ..., X, prin #(x;, X5, ..., X;).

Definitie 3.10: Fie £(c) un limbaj, 6 o signaturd. Ocurentele variabilelor libere
(VL(9)) ale unei formule ¢, VL(9p): FORM—P(Var), sunt:

i) Dacao=P!(t, ..., 1), atunci VL(9) = OV(t,) U OV(t;) U ... OV(Z,).

i1) Daca ¢ = (¢;=t,), atunci VL(¢) = OV(#) U OV(1)).

iii) Daca ¢ = (—v), atunci VL(¢) = VL(y).

iv) Daca ¢ = (v — y), atunci VL(¢) = VL(y) U VL(y).

v) Daca ¢ =V x(y), atunci VL(@) = VL(y)\{x}.

In acord cu notatia introdusa pentru specificarea ocurentelor variabilelor unui

termen, notam, in cazul formulelor, prin @(x;, x», ..., x,,) faptul ca formula ¢ contine

variabilele libere x;, x», ..., X,,.
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Daca intr-o formuld o variabilad nu apare libera, atunci spunem ca variabila este

legata. O formula ¢ care nu are variabile libere se numeste formula inchisa.

Propozitiile din £(o) sunt, acum, simplu de specificat:

Definitie 3.11: Fie ¢ o signatura si ¢ o formuld. Dacd VL(p) = @, atunci ¢ este o
propozitie, g€ PROP.
Sa introducem, in continuare, citeva definitii la care vom apela in cursul

demonstratiilor viitoare.

Definitie 3.12: (complexitatea termenilor c(t)) Fie o o signaturd si ¢ un termen.
Complexitatea c(7) a termenului ¢ se defineste astfel:

i) Daca t = ¢;, atunci c(¢) = 0.

i1) Daca ¢ = x;, atunci c(¢) = 0.

iii) Daca t =f7 (¢, ... t,), atunci c(f) = max(c(t)), c(t2), ... c(t,)) + 1.

Definitie 3.13: (complexitatea formulelor c(p)) Fie o o signaturd si ¢ o formula.

Complexitatea c(¢) a formulei ¢ se defineste:
iv) Daca ¢ =P (1), ..., t,)), atunci c¢(¢) = 0.
v) Dacd ¢ = (¢; = t;), atunci c(¢) = 0.
vi) Daca ¢ = (), atunci c(¢) = c(y) + 1.

vii)Daca ¢ = (y — %), atunci c(¢) = max(c(y), c(y)) + 1.
viii) Daca ¢ =V x(y), atunci ¢(@) = c(y) + 1

Pentru a putea surprinde unele subtilitati ale demonstratiei de completitudine a
logicii de ordinul I vom apela adesea la cuantificatorul existential (3) si la intuitiile
care il sprijind, definindu-I sintactic prin urmatoarea abreviere:

Cuantificatorul existengial [ Ax(9)]: x(@) =4~V x(—0).
Definitiile operatorilor conjunctieil A ], disjunctiei[v ]| si echivalengei =] sunt

identice cu cele din calculul propozitional (p. 46).
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SEMANTICA LOGICII DE ORDINUL I

Structuri si asignari.

Sa incepem discufia privind construirea laturii semantice a unui limbaj de

ordinul I pornind de la observatia cd pentru evalua daca o c-propozitie ¢ a lui £
este sau nu adevarata trebuie sa specificdm o interpretare a simbolurilor signaturii o
intr-un anumit context’. Situatia sau contextul relativ la care vom evalua o-
propozitia ¢ trebuie sd contind un domeniu de valori pentru variabile, pe care il
vom nota in continuare cu D, iar interpretarea, pe care 0 vom nota cu i, constd in a
specifica semnificatia simbolurilor signaturii in cadrul domeniului. Cele doud
itemuri, respectiv domeniul si interpretarea formeaza o structura M a acelei
signaturi, motiv pentru care specificim structura M ca o o-structurd M, simbolic M
= <D, i>. De pilda, fie o-formula V x3y(R(xy)), unde ¢ = {R}. In acord cu cele
spuse mai sus, formula V x3y(R(xy)) nu poate fi evaluata din punctul de vedere al
valorii ei de adevar decat in masura in care:

a)Stabilim domeniul valorilor variabilelor x si y.

b) Stabilim in acest domeniu care este semnificatia simbolului predicational R.

Evident, aceeasi formula poate fi adevarata in unele structuri si falsa in altele. De
pilda, pentru formula de mai sus putem considera structura <N, i,> unde domeniul
de valori ale variabilelor este multimea numerelor naturale D = N, iar i;(R) este

relatia < (strict mai mic) stabilita pe N, sintetic exprimat: M = <N, <>. Formula
Vx3y(R(xy)) aserteaza, in acest context interpretativ, cd pentru orice numar
natural x, existd un numar natural y strict mai mare decat x, ceea ce este, cel putin

in interpretarea standard a multimii numerelor naturale®, adevarat. Ca un alt

exemplu, sd pastram domeniul D = N dar sa interpretdim simbolul predicational R,
prin relatia de divizibilitate’ pe multimea numerelor naturale, i»(R) = /; in acest caz

formula noastra aserteaza ca orice numar natural este divizorul unui alt numar

5 Consideram ci simbolurile logice si cele de punctuatie au o interpretare fix, independentd de con-
textul in care evaludam formula.

® Exista matematicieni care contesta infinitatea numerelor naturale.

7 Definim relatia de divizibilitate x/y extensional, ca fiind compusi din toate perechile ordonate de

numere <a, b> astfel incat b se imparte la a fara rest. Formal: x/y={<a, b>/3c€ N, al. a.c = b}
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natural, ceea ce este din nou adevarat. Dar sa vedem structuri in care aceastd
formula este falsa. Pentru a indica o astfel de interpretare este suficient sa
restrangem domeniul primelor structuri la o submultime finita. Fie, asadar,
M’:<D=1{1,2,...,10}, i)r(R) =<>.

Formula Vx3yR(xy) este evident falsd in aceasta structurd, nici unul dintre
numerele domeniului D nefiind mai mare decat 10. Cu privire la cel de-al doilea
exemplu, dacad vom interpreta simbolul R ca relatia de divizibilitate, pastrand
neschimbat domeniul structurii A/, obtinem o noua structura,

M <D={1,2,...,10}, iy (R)=/>
in care formula V x 3y(R(xy)) este de asemenea falsd — numarul 7, de pilda, nu este
divizorul nici unui alt numar din D.

Cu aceste exemple In minte, si incercam sia definim ce anume este o
interpretare a signaturii . In primul rand, o interpretare trebuie sa asocieze fiecirei
constante a signaturii un element din domeniul D, fiecarui simbol functional n-ar,
pentru orice n natural, o functie n-ard definita pe D" cu valori in D, si fiecarui

simbol predicational n-ar, pentru orice n natural, o relatie® n-ara definita pe D"

Definitie 3.14: Fie o o signaturd. Numim cuplul M = <D, i>, o o-structura M daca
D+#@iari: c — D respectda urmatoarele clauze:
i) fiecarei constante ¢;€ C 1i asociaza un element determinat din domeniul D,
i(c)=c ,M eD.

ii) fiecarui simbol functional n-ar /' € F i asociazd o functie n-ard i(f") =

"MD" D.

J
iii) fiecarui simbol predicational n-ar P € Pr, 1i asociaza o relatie n-ard
i(P)=P" D"

Detaliat, numim uplul: M = <D, cf” f T'M PZ’M > 1,j, k m ne N, o o-structura M.

Pentru ca in definitiile si demonstratiile urmatoare vom folosi copios atat sim-
bolurile signaturii cat si interpretarile acestora, notatia va deveni din ce in ce mai

greoaie si mai dificil de urmarit, motiv pentru care vom renunta la harnasamentul

8 Dupid cum exemplele de mai sus sugereaza, intelegem extensional relatiile, ca multimea tuturor #-
uplurilor pentru care relatia are loc.
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de specificatii al aritatii functiilor si predicatelor precum si la indexarea acestora,

acolo unde contextul clarifici orice potentiald ambiguitate. In consecinta, /7 (¢ ...
t,) va fi abreviat prin f{¢; ... t,), P! (t;, ..., t,) prin P(t,, ..., t,), i(f") = £ prin ¥,
i(P")=P"™ prin P".

In masura in care £(c) este construit recursiv putem determina valoare de
adevar a unei formule complexe ca o functie a valorii de adevar a componentelor
sale, mergand pana la, evident, elementele de baza ale formulei. Doud probleme
intervin In acest punct. Prima este cd desi recursivitatea ne ajutd sd determinam
valoarea de adevar a unor propozitii ca o functie a wvalorii de adevar a
subformulelor imediate ale acestora, de pilda, in cazul definitiei conditiilor de
adevar pentru submultimea A = {p/pe PROP, ¢ = (—vy), ¢ = (y—y)}, totusi,
multimea PROP nu se reduce la mulfimea A, iar valoarea de adevar a formulelor
atomare FORM_ATOM c PROP nu se determina prin apel la valoarea de adevar a
subformulelor imediate ale acestora. Desigur, problema ar putea fi remediatd usor
specificind valoarea de adevar a formulelor atomare in functie de apartenenta/
nonapartenenta referentilor termenilor la multimea determinata de predicat, daca
limbajul nostru nu ar contine variabile ci doar simboluri predicationale si constante
individuale. Dar cum se poate evalua, in teremenii descrisi mai sus (de
apartenentd/nonapartenenta a referentilor termenilor la multimea determinata de un
predicat) o formuld atomara compusda din variabile sau termeni care contin la
randul lor variabile individuale? A doua problema intervine in cazul specificarii
conditiilor de adevar ale unei formule cuantificate. O definitie recursiva ar trebui sa
specifice cazurile 1n care o formuld cuantificata este adevarata sau falsa prin apel la
valoarea de adevar a subformulei ce urmeaza cuantificatorului si variabilei aferente
cuantificatorului. O astfel de formuld, 1nsa, poate avea variabile libere. Cele doua
probleme sunt corelate si presupun o solutie comund: aceea de a introduce o
modalitate prin care sa atribuim valori de adevar formulelor, nu doar propozitiilor.
Solutia constd in construirea unei functii care sia asigneze referenti variabilelor
individuale. Intr-un anumit fel, ceea ce incercim si facem este si gandim
variabilele ca nume temporare avand insa grija sa recuperam modul nedeterminat
sau ambiguu in care variabilele denota elemente ale domeniului structurii

considerate.
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Mijlocul cel mai eficient de a aplica un astfel de tratament variabilelor consta,
ca 1n atatea cazuri, in constructia unei functii care sa atribuie referenti variabilelor
limbajului. Din consideratii asupra cirora nu vom insista aici’ este mai eficient si
atribuim simultan cate un referent tuturor variabilelor limbajului nostru. In acord cu
aceastd intuitie putem considera cd o variabila individuala denotd un obiect
oarecare din D prin intermediul unei functii numita functia de asignare si notatd cu
s. Prin urmare, urmatorul pas este sa definim o functie s pe multimea variabilelor
individuale Var si cu valori in multimea elementelor domeniului D,

s: Var — D.

Acum, functia de asignare stabileste un singur referent unei variabile oarecare
jar acest referent rimane fix. In aceasti situatie, cum anume vom recupera
ambiguitatea referentiald a variabileleor? O prima strategie este sd consideram
structuri care diferd de structura in discutie prin faptul [dacd este un fapt] ca
atribuie un alt referent unei variabile. Aceste structuri pot fi gandite ca niste izotopi
ai structurii initiale, diferind de aceasta doar prin atribuirea unui alt referent din
domeniul modelului, unei variabilei individuale. Ambiguitatea referentiala a
variabilei este prezervatd, asadar, prin faptul cd variabila poate denota referenti
diferiti n acesti izotopi, in timp ce o constantd individuala, de pilda, nu poate
denota decét acelasi obiect in toti izotopii considerati.

Putem sa recuperam, insa, aceastd ambiguitate referentiald si in urmatorul mod.
Fie, de pildd, o functie de asignare s. Aceastd functie specificd intr-un mod
determinat carei variabile 1i corespunde ce valoare sau ce obiect al domeniului D.
Acum, putem sa recuperam ambiguitate referentiald a unei variabile, de pilda x,
definind functii de asignare s’ care diferd de s doar in atribuirea de valori variabilei
x. In acord cu cele spuse mai sus, recuperim ambiguitatea referentiali a unei
variabile x prin considerarea unor functii izotopi ai functiei de asignare s, ceea ce
revine la a defini o functie de asignare s = s[x:=d] ca asignarea ce difera de s prin
faptul ca asociaza variabilei x obiectul d din domeniul D, pastrand toate celelalte
asignari de variabile identice cu s.

Fie s: Var — D, o asignare oarecare de variabile. In aceste conditii definim:

s[x:=d]: Var — D, prin

? Dar vezi, de pildd, L.T.F. Gamuth [1991], Logic, language and meaning, vol I ‘Introduction to logic’,
Chicago, London: The University of Chicago Press, pp. 95-96.
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d,dacd y=x

sbe=dlo): {s(y), dacd y #x

Functia de asignare s impreuna cu structura M formeaza un cuplu <M, s> care
este suficient pentru a specifica valoarea de adevar a formulelor limbajului
considerat. In acest scop, insa, trebuie sa definim cum anume functia de asignare s

ne permite sa interpretim in mod univoc termenii limbajului considerat.

Concepte semantice fundamentale. Teorema coincidentei asignarilor.

Definitie 3.15: Fie ¢ o signaturd si M o o-structurd. Valoarea unui termen t in
asignarea s, notatd in continuare prin s (f), este extensia s: TERM — D,
determinata de functia de asignare s, care satisface urmatoarele clauze:

i) Dacit=c, c;€ C atunci s () =s(t) =i(c)=c ).

ii) Daci t=x;, x;€ Var, atunci s (£) = s(f) = s(x;).

iii) Daca t =f{t, ... t,)), atunci s (1) =f"(s (1)), ..., s (1))

Cu ajutorul functiei de asignare s'° putem preciza conditiile de adevar ale
formulelor. In acest scop, vom defini notiunea de satisfiabilitate a unei formule ¢.
Sintetizand discutia de mai sus sda observam ca pentru a evalua o formuld avem

nevoie de o structurd M si de o functie de asignare s. Aceasta este semnificatia

simbolurilor M si s prezente in definitia satisfiabilitatii unei formule.

Definitie 3.16: Fie o o signaturd, ¢ o formuld si M o o-structurd. Spunem céd @
este satisfiabild in structura M §i asignarea s, simbolic, (M, s) |= ¢, In urmétoarele
cazuri:

i) Dacd = P(t, ..., t,), atunci (M, s) f ¢ ddaci <5 (1), ..., s (t,)>€ P".

ii) Dacd ¢ = (& = 1)), atunci (M, 5) | ¢ ddaca s (&) = s (1).

iii) Dacd ¢ = (—), atunci (M, s) F ¢ ddaca (M, s)# y'".

iv) Daca ¢ = (y — ), atunci (M, s) |=(p ddaca, fie (M, s) # v, fie (M, s) |=x
v) Daca ¢ =V x(y), atunci (M, s) |=(p ddaca pentru orice de D, (M, s[x :=d]) |=\|/.

19 Si, evident, extensiei corespunzitoare s .

' Semnificatia notatiei (M, s)# v este, cred, destul de intuitiva: nu este cazul ci (M, s) |=\|/.
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Definitie 3.17: Spunem ca I' c FORM este satisfiabila in structura M si asignarea
s, simbolic, (M, s) |=F, ddaca (M, s) |= ¢, pentru orice pe I'.

Definitie 3.18: Spunem ca M este un model al formulei ¢ sau ca ¢ este adevarata
in structura M, simbolic M |= ¢, ddaca (M, s)|= ¢ pentru orice asignare s. Daca
I'c FORM, spunem cd M este un model al multimii I, simbolic, M |= I', ddaca
M |=(p, pentru orice eI

Definitie 3.19: Spunem despre o formuld ¢ ca este valida, simbolic, |= ¢, ddaca ¢
este adevarata in orice structura M, sau cid orice structurd M este un model al

formulei o.

Definitie 3.20: Spunem despre o formuld ¢ ca este contradictorie semantic sau

inconsistentd, simbolic, ¥ ¢, ddaca ¢ nu este adevaratd 1n nici o structura M sau,

corelativ, ca nici o structurd M nu este un model al formulei ¢.

Definitie 3.21: Spunem ca ¢ este o consecinfd semantica a multimii I', sau ca I’
implica logic @, simbolic, I |= ¢, daca pentru orice structurda M si orice asignare s
are loc: daca (M, s)|= I, atunci (M, s)|= ¢. De asemenea, spunem ca A este o
consecintd semantica a multimii I', simbolic, I |= A, daca pentru orice structurd M
si asignare s are loc: daci (M, s) |= I, atunci (M, s) |= A.

Remarcati ambiguitatea metasimbolului |=: in definitia 3.16 simbolul denota
relatia de satisfiabilitate, pe cand In definitia 3.21 denota relatia de consecinta
semantica. Ceea ce dezambiguizeazd semnificatia simbolului este, evident,
contextul folosirii: daca |= este precedat de M, sau M, s avem in vedere satisfiabili-
tatea, daca, in schimb, simbolul este precedat de mul{imi de formule sau propozitii
I', A, avem in vedere relatia de consecintda semantica.

In acord cu intuitiile noastre conform carora satisfiabilitatea unei formule
depinde doar de interpretarea simbolurilor si de valoarea variabilelor libere ale
formulei, putem demonstra, cu ajutorul definitiilor precedente, ca satisfiabilitatea
unei formule este determinatd complet de variabilele libere ale acesteia plus,
evident, interpretarea simbolurilor intr-o anumitd structurd. Vom operationaliza
ideea ca satisfiabilitatea unei formule este complet determinata de variabilele libere
ale acesteia prin sarcina de a arata ca orice asignare s’ care este identicd cu o altd

asignare s in valorile pe care le atribuie variabilelor libere ale unei formule ¢, dar
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difera in atribuirea de valori celorlalte variabile, atribuie formulei ¢ aceeasi valoare

de adevar. Mai precis:

Teorema 3.3: Teorema coincidentei asignarilor variabilelor libere ale
formulelor (pe scurt teorema coincidentei formulelor). Fie ¢ o signatura, ¢(x;, x,,
..., X,) € FORM, s si s, doud asignari astfel incat s(x;) = s ’(x;), pentru orice 1<i<n.
In aceste conditii: (M, s) |= ¢ ddaca (M, s”) |= [0)

Procedura de demonstratie a acestei teoreme este inductia pe complexitatea
formulelor. In acest scop, ar trebui si stabilim cazurile de baza, respectiv, cazurile
in care formula are complexitatea 0, ceea ce revine la verificarea cazurilor cand
formula este atomara. Acest lucru, insd, presupune ca valoarea unui termen ¢ intr-o
asignare oarecare s este determinatd. Prin urmare, ar trebui sd ne asigurdm ca
oricare doud functii de asignare s si s’ care atribuie aceleasi valori variabilelor unui

termen, atribuie si termenului aceeasi valoare. Acesta este sensul lemei de mai jos:

Lema 3.1: Lema coincidentei asignarilor variabilelor libere ale termenilor: Fie o
o signatura, t€ TERM, s si s, doua asignari astfel incat s(x;) = s ’(x;), pentru orice
1<i<n si orice x;€ OV(¥). In aceste conditii:

s (=50
Demonstratie [prin inductie pe TERM]
Cazul de baza. Conform principiului inductiei structurale pentr termeni, cazul de
baza se divide in doud subcazuri: cand te TERM este o constanta, si cand ¢ este o
variabila. Sa le consideram pe rand.
a) t=c; OV(¢) = OV(c) = O, prin urmare:
s (1) = s(¢) = s(c) = i(c) [definitia valorii unui termen in asignarea s]
= ' (¢) [definitia valorii unui termen in asignarea s ]

b) t = x;; OV(¢) = OV(x;) = {x;}, prin urmare,
s () = s(x;) [definitia valorii unui termen in asignarea s]

= 5’(x;) [definitia asignarii s ]

= s’ (¢) [definitia valorii unui termen in asignarea s’]
Pasul inductiv. In acord cu principiul inductiei structurale pentru termeni pasul
inductiv este constituit de cazul in care ¢t = f{¢t; ... t,). Prin ipoteza inductiei

intelegem ci s (f;) = s’ (t;), pentru orice 1<i<n. Asadar,
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c)t=ft; ... t,); OV(H) = OV(f(t; ... t,)) = OV(¢) U ...u OV(¢,), de unde deducem:
s (O =1"(s (t))...s (,)) [definitia valorii unui termen in asignarea s]
=M(s" (t))... s' (tn)) [ipoteza inductiei]

= s’ (¢) [definitia valorii unui termen in asignarea s ]

Odata cu stabilirea pasului inductiv, lema coincidentei termenilor este demonstrata.
Acum putem demonstra teorema teorema coincidentei formulelor. Metoda

demonstratiei este inductia pe complexitatea formulelor.

Demonstratie teorema coincidengei formulelor [prin inductie pe c(9)]
Cazul de bazi. Pentru cd avem doua tipuri de formule de complexitate O,
demonstratia va avea doua cazuri de baza:
a) ¢ = P(t; ... t,), c() = 0. In acest caz, VL(¢) = OV{t,, ..., t,}. Din definitia
asignarilor s si s’ stim ca s(x;) = s’(x;) pentru orice x;€ VL(¢). Prin urmare, putem
aplica lema coincidentei termenilor pentru a stabili ca:
(1) s(¢;) = s’(t;), pentru orice t;,€ {1y, ..., t,}.
Acum, (M, s) E P(t, ..., t,) ddacd <5 (1)), ..., s (t,)>€ P [definitia 3.16, cazul i)]
ddaca <s' (t)), ..., s' (t,)>€ P [din (1)]
ddacad (M, s") |=P(11, .e» tn) [definitia 3.16 cazul 1)]
b) o= (&t = 1), t;, t; € TERM, c(¢) = 0. In acest caz, VL(9) = OV(z,) U OV(t). Din
definitia asignarilor s si s’ stim ca s(x;) = s (x;) pentru orice x;€ VL(¢) Prin urmare
putem aplica lema coincidentei termenilor pentru a stabili ca:
) s ()= 5" (1) si
3) s (1) =5 (@).
Dar, (M, s) E (¢, = t)) ddaca s (&) = s () [definitia 3.16, cazul ii)]
ddacd s’ (t) = s’ () [din (2) 5i (3)]
ddaca (M, s°)  (t; = t)) [definitia 3.16, cazul ii]
Paul inductiv: trebuie sd precizdm mai Intdi, cd ipoteza inductiei consta in
presupunerea ca toate formulele @, astfel incat c(¢) < n, respecta echivalenta:
(IH) (M, s) [ ¢ ddaca (M, s) F .
Fie ¢ o formula astfel incat c¢(p) = n. In acest caz, ¢ poate avea doar una dintre
formele (—y), (v — y) sau Vx(y). S& desfagsurdam demonstratia pasului inductiv

corespunzator acestor forme:



Logica de ordinul I 103

c) ¢ = (—v); c(¢) = c(—y) = n. Evident, VL(¢) = VL(—y). Din ¢(—y) = n rezulta ca
c(y) < n. Prin urmare, formula y respecta ipoteza inductiei, adica:
(IH) (M, 5) | v ddaca (M, s") Fy.
Nu este greu de observat ci ipoteza inductiei este echivalenti cu'?
(IH*) (M, s)#y ddaca (M, s ).
Acum, (M, s) |= (—v) ddaca (M, s)¥# (—v) [definitia 3.16 caz iii)]
ddacd (M, s )i (—y) [(IH")]
ddaca (M, s°) E (—v) [definitia 3.16 caz iii)]
d) ¢ = (y = 1); c(9) = c(y — x) = n. Evident, VL(p) = VL(y) U VL(y). Din ¢(¢) =
c(y — x) = n rezultad ca c(v) < n si c(y) < n. Prin urmare, formulele v si y respecta
ipoteza inductiei, adica,
(IH)) (M, s) F v ddaca (M, s) F v si
(IH,) (M, s) f y ddaca (M, s”) E .
Nu este greu de observat ci (IH;) este echivalent cu'?
(IHy*) (M, s) ¥ y ddaca (M, s°) ¥ .
Dar,

(M, s) |=(\|/ — ) ddaca fie 1) (M, s) ¥ v, fie 2) (M, s) I’X [definitia 3.16 caz iv)]

In cazul 1) avem (M, s)ky ddaci (M, s ")y [(IH,”)] iar in cazul
2) avem (M, 5) Fy ddaca (M, s°) |y [(TH,)].
Asadar, (M, s) |= (v — y) ddaca (M, s”) |= (v —7y
e) ¢ = Vx(y); VL(y) € VL(@) U {x}, c(9) = c(V x(y)) = n, asadar c(y) < n.
Din VL(y) < VL(¢p) U {x}, deducem ca, pentru un de D fixat, s[x:=d] si s [x:=d]
atribuie aceleasi valori tuturor variabilelor libere ale formulei y. Cum c(y) < n,
putem aplica ipoteza inductiei §i obtinem
(IH) (M, s[x:=d]) [ v ddaca (M, s [x:=d]) Fy .

Acum,
(M, 5) |=Vx(\y) ddaca pentru orice de D (M, s[x:=d]) |=\y [definitia 3.16 caz v)].

ddaca pentru orice de D (M, s ’[x:=d]) [ipoteza inductiei]

ddaca (M, s”) |= V x(y) [definitia satisfiabilitatii]

12 Pe baza echivalentei dintre p ddacd g si —p ddacd —q.
13 Vezi nota de mai sus
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Teorema coincidentei ne permite sd demonstram urmatorul rezultat:
Teorema 3.4: Fie ¢ o signatura si e PROP. Atunci fie M |= ¢ fie M |= (—o).

Demonstratie: din definitia a ceea ce inseamna o propozitie ¢ a unei signaturi o,
rezultd cd VL(9p) = @ (¢ nu are variabile libere). Din teorema coincidentei
formulelor stim cd pentru orice asignare s care coincide cu asignarea s’ in
atribuirea de valori variabilelor libere ale lui @, are loc
(M, s) |= ¢ ddaca (M, s”) |= 0.

Insa formula ¢ nu are nici o variabila libera ceea ce inseamni ci daci existd o
asignare s in care formula ¢ este satisfiabila, atunci ¢ e satisfiabild in orice alta
asignare s’ deorece cele doua asignari coincid in atribuirea de valori variabilelor
libere ale lui @. Asadar, fie existd o asignare s care satisface formula ¢ ceea ce
inseamna ca ¢ este satisfiabila in toate asignarile, adica M |= o, fie exista o asignare
s astfel Incat formula ¢ nu este satisfiabila in s, dar, in acest caz, formula ¢ nu este

satisfiabild in nici o asignare s’, de unde rezulta ca M |= (—o).

SUBSTITUTIA

Cu ajutorul dezvoltarilor de mai sus putem defini una dintre operatiile
fundamentale in LOI, substitutia, care se va dovedi centrald in demonstratia
corectitudinii sistemului axiomatic al LOI pe care il vom prezenta in sectiunea
urméatoare. Ca 1n cazul calculului propozitiilor vom Incepe cu definirea sintactica a
operatiei de substitutie si apoi, pornind de la aceastd definitie sintactica, vom
preciza valoarea semanticd a acesteia. Sa vedem in mod intuitiv ce anume
presupune operatia de substitutie.

Fie urmatoarea ecuatie:
4
(1) L(x +2y)dx=24.

In limbajul logicii de ordinul I, ecuatia (1) este un predicat unar de variabild y.
Daca tratam variabila y ca o constantd, putem integra ecuatia de mai sus si

obtinem:

4
L(x+ 29)dx = [¥+2xy]} = (16 + 8y) — (4 + 4y) = 4y + 12 = 24.
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Dupa cum se poate observa, asignarea s care atribuie variabilei y valoarea 3
satisface predicatul exprimat de ecuatia (1).
Acum, sa presupunem ca il substituim pe y cu x in ecuatia noastra initiala. In

acest caz obtinem:

4 4 3x2 !
24 =L(x +2x)dx = L3xdx = {7} —24-6=18.
2
Dupa cum ne indica rezultatele diferite pe care le-am obtinut in cele doua
cazuri ceva este dubios In substitutia lui x cu y. Ce anume nu este greu de vazut:
substituindu-1 pe y cu x am obtinut dintr-o ocurenta libera a lui y o ocurenta legata a
lui x, asadar, ecuatia obtinutd in cel de-al doilea caz, nu mai este un predicat unar
de variabila y, ci o propozitie contradictorie: 24 = 18. Prin urmare, daca dorim ca o
substitutie sd pastreze valoarea de adevar a propozitiilor, trebuie sa elimindm
situatiile in care o ocurentd a uneia dintre variabilele termenului ¢, termenul
substituant, devine legata dupa efectuarea operatiei de substitutie a unei variabile
libere oarecare x; cu termenul ¢, Cum anume realizdm acest lucru? Strategia este sa
definim recursiv cazurile in care substitutia unei variabile x cu un termen ¢ nu
afecteaza valoarea de adevar a formulei, caz in care vom spune ca ¢ este substituibil
Iui x. In acest scop sa definim, in prealabil, (tot recursiv) mecanismul subtitutiei.
Sa notam prin [#/x;] substitutia variabilei x; cu termenul #. Vom defini substitutia in
cazul termenilor dupd care vom defini aceastd operatie pentru formulele unei
signaturi o. In definitiile care urmeazi asumam implicit ca toti termenii mentionati
apartin multimii TERM, formulele ¢ apartin multimii FORM, iar variabilele
apartin mul{imii Var.
Definitie 3.22: (substitutia pentru termeni'®) Fie 6 o signaturd. In aceste conditii,
definim #[#/x,] astfel:
1) Daca t= ¢, c;e C, atunci H[t/x;] = c;{t/x;]= c..
t;,dacd y, =x;

il) Dacd t =y;, y;€ Var, atunci #[t/x;] = yi[t/x;] =
Vi, daca y; # x;

iil) Daca t=At, ... t,), atunci f{t/x] = fit, .. t.)t/x] =t [t/x] ... ¢, [t/x]).

4 prescurtat, de aici inainte, prin vom substitutia termenilor.
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Definitie 3.23: (substitutia pentru formule™) Fie o o signatura. In aceste conditii,
definim o[#/x;] astfel:

i) Dacd ¢ =P(t, ...t,), atunci o[t/x;] = P(t, [t/x] ... t, [t/x])

ii) Daci o= (¢, =1,),atunci @[t/x] = (¢, [t/x]=t, [t/x])

iii) Dacd ¢ = (7v), atunci ¢[t/x;] = (—y[t/x])

iv) Dacd ¢ = (y — ), atunci o[1/] = (ylt/5] — xlt/])
Vx(y[z,/x;]), daca x # x;.

v) Daca ¢ = Vx(vy), atunci @[t/x;] =
: ? W ol {Vx(\u ), dacd x =x,.

demonstreze ca rezultatul substitutiei in cadrul unui termen sau al unei formule este
tot un termen sau o formula, precum si urmatoarea lema (pe care o vom utiliza in

demonstratia teoremei substitutiei):
Lema 3.2: Fie o o signaturd si € FORM. Daca x;¢ VL(¢), atunci ¢[t/x;] = ¢.

Acum putem defini cdnd anume un termen ¢ este substituibil lui x in ¢ sau ¢
este liber pentru x in @, adica situatiile in care o variabild a unei formule poate fi

substituitd cu un termen astfel incat sa nu modifice valoarea de adevar a formulei.

Definitie 3.24: Fie o o signatura. Spunem ca ¢ este substituibil lui x in ¢ ddaca:
i) ¢ FORM_ATOM
il) @ = (—y) si ¢ este substituibil lui x in y.
iii) @ = (y — ) si ¢ este substituibil lui x in y si y.
x¢ VL(p)
iv) ¢ = Vy(y) si|sau
ye& OV(t)sit este substituibil lui x in y
Aceste definitii ne vor permite si demonstram o teorema importantd a carei
consecintd priveste statutul functiei semantice a termenilor in cadrul logicii de
ordinul I'®. Din formularea definitiilor de mai sus este clar ci ceea ce ne intereseaza

este ca procesul de substituire a unei variabile cu un termen sa nu modifice valoare

15 Prescurtat, de aici inainte, prin vom substitugia formulelor.

16 Teorema substitutiei a fost folosita de catre Willard van Orman Quine pentru a obiecta impotriva
legitimitatii logicii modale cuantificate. Obiectiile lui Quine au declansat o disputa privind modali-
tatile de cuantificare si rolul termenilor in cadrul unei semantici care au culminat prin introducerea
conceptului de designatori rigizi si constituirea unei noi teorii a referintei.
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de adevar a formulei. Scopul teoremei substitutiei — teorema de mai jos — este de a

demonstra acest lucru in cadrul formal al semanticii limbajului £(c).

Teorema 3.5: (Teorema substitutiei) Fie ¢ o signaturd, ¢, ;€ TERM, ge FORM,
x;€ Var astfel incat ¢; este substituibil lui x;, s o asignare oarecare §i s[xi=s )] o

asignare izotop. In aceste conditii:
a) s (/) = slx; = s(2,)](0).
b) (M, s) F o[t/x]] ddaca (M, s[x:=s ()] F ¢.

Demonstratie: [prin inductie pe complexitatea termenilor si formulelor|
a) Demonstratia pentru termeni.
Cazul de bazi. Termenul ¢ are complexitatea 0, ¢(f) = 0. In aceastd situatie avem 2
cazuri, (I) = ¢; si (I) ¢ = x;. Sa le consideram pe rand.
(I) £ = c;. Prin urmare, t[t/x;] = c;[t/x;] = c.. [substitutia termenilor]
Asadar,
(1) s (({t/x]) = s (c) = c ' [definitia 3.15].

Acum, din ¢ = ¢; rezulta

(2) slx; = s(t,)1(6) = s[x; = s(¢,)] (c)) = ¢’ [definitia 3.15].
Din (1) si (2) obtinem:
(o) s (ciltyxi]) =[x, = s(t )] (c).

(I1) ¢ = y,. In acest caz trebuie si distingem doud subcazuri, in functie de
identitatea sau nonidentitatea variabilei y; cu variabila x;.
(ITa) Dacd y; # x;, atunci [t/x;] = yi[t/x;]= y: [substitutia termenilor]
Prin urmare,
() s Wt/x]) = s () = s(v) [definitia 3.15]
Dar,

@) s, =5t )] ) = sei=s (©)]0) = 5.
[prima egalitate este conform definitiei 3.15, iar ultima egalitate se obtine din faptul
cay; # x; sl definitia 3.15].
Din (3) si (4) obtinem:

(B1) s Wiltyx]) = slx, = s(t;)] 1)
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(IIb) Daca y; = x;, atunci #[t/x;] = yi[t/x;] = x:{t/x;] = t; [substitutia termenilor]
Prin urmare,

(5) s (ltyx]) = s (1)
Dar,

(6) sLx, = st ) = s[x, = st N (®) = s (1)
[prima egalitate decurge din y; = x;, a doua este conform conform definitiei 3.15]
Din (5) si (6) obtinem:
(B2)s iltye]) =slx, = st )] ).
Din (B) si (B,) rezulta ca, daca ¢ = y;, atunci:
(B)s (iltyxi]) =slx, = st )] (1)
Pasul inductiv Termenul ¢ are complexitatea n > 0, ¢(f) = n, n > 0. Presupunem

(ipoteza inductiei) ca pentru toti temenii ¢ astfel incat c(¢”) < n are loc
(H) s (¢ Tya]) = sl =51,

Din c(f) = n, n > 0, rezulti ca ¢ este de forma f{¢, ... ¢, ), unde c(t,), ..., c(t, ) <n.

() t=£t, ...t,), c(fit, ...t,))=n.
Acum,

Ht/xi] = f(t'1 t'n Nt/xi] = f(t; [t/x], ... ¢, [l/x,]) [substitutia termenilor]
Prin urmare,

(7) 5 (/1) =5 RO/ oo €, 55D =15 (55D, s s (2, [1/50)

[ultima egalitate se obtine conform definitiei 3.15]
Pe de alta parte,

(8) s[x; = s(t,)]1(0) = s[x; = s (At ... t,)) =
Pl = s, -y sy, =51 ()

[prima egalitate este evidenta, a doua este conform definigiei 3.15]
Din (7), (8) si (IH) rezulta:

@) s () - )] =s[x, = sy - 1,):
Din (o), (B) si (y) rezulta ca, pentru orice termen t€ TERM,

s (Utx]) = slx; = s )]()
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b) Demonstratia pentru formule.
Cazul de bazi. Formula ¢ are complexitatea 0, c(¢) = 0. In aceasta situatie ¢ are
una dintre urmdtoarele forme: (IV) ¢ = P(¢,, ..., t,,), sau (V) ¢ = (t; = t,).

(V) ¢ =P(t, ... t,). In acest caz,
(1) ol[ty/x:] = P(t, ... t'n Nt/xi] = P(t, [t/x], ..., 1;1 [¢/x;]) [substitutia formulelor]
Acum, din (1) si conform definitiei 3.16, obtinem:
(2) (M, 5) E o[ty/x,] ddaca (M, s) E P(t, [t/x], ..., t,, [t/x]) ddacd
<s (t,[t/x]), ..., s (¢, [t/x])>€ PV
Conform aceleasi definitii 3.16 avem:
(3) (M, s[x:=s (t)]) F ¢ ddaca (M, s[x;:=s (t)]) EP(¢, ... t,) ddaca
<slx, =5, o slx, = 5)]1(t)))>€ PV
Conform cazului a) al teoremei stim ca:
@) 5 (t{tyx]) = slx; = s(¢,)] (), pentru orice i, 1 <i<n.
Prin urmare, din (2), (3) si (4) rezulta ca:
(®) (M, s) E P(t, ... t,)[t/x] ddaca (M, s[xi:=s (t)]) EP(¢) ... 1)
V)o= (t;. = t'j ). In acest caz,
(5) lt/xi) = (¢, [tyxi] = ¢ ; [tyxi]) [substitufia formulelor].
Acum, din (5) si conform definitiei 3.16 obtinem:
(6) (M. 5) F oltyx] ddaca (M, ) | (¢; [1/x] = t; plt/x])
ddaca s (¢, [t/x]) = s (¢; o[1/x]).
Conform aceleasi definitii 3.16 avem:

(7) (M, s[xi=s (1)]) F ¢ ddaci (M, s[x:=s ()] F (1;=1)

ddaca s[x; =s(¢,)1(¢;) = slx, =s(t)](t )

Conform cazului @) demonstrat mai sus stim ca:

s (4 [ = slx, =51 sis (@ oLyl = slx, = s ).
Din (6), (7) si ultimele doua egalitati rezulta ca:

(&) (M, 9)  (¢; = 1) [t/x] ddaca (M, s[xz=s (DD k(¢ =1).
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Pasul inductiv. Formula ¢ are complexitatea n, c(p) = n, n > 0. Presupunem
(ipoteza inductiei), ca pentru orice formula vy, astfel incat c(y) < n, are loc:
(IH) (M, s) F ¢[t/x]] ddaca (M, s[x:=s (t)]) E ¢.
Acum, singurele forme pe care o formula ¢, de complexitate n > 0, le poate avea
sunt: (VI) o = (—y); 0 = (v — %); @ = Vx(y). Sa consideram cazurile pe rand:
VD o= ().
Cum c(y) < c(@) ipoteza inductiei se aplica pentru formula .
(IH) (M, 5) Fy[t/x;] ddaca (M, s[x:=s (£)]) F v.
Si observam cd (IH) este echivalenta'” cu:
(IH”) (M, 5) ¥ yt/x;] ddaca (M, s[x:=s (£)]) ¥ v.
(8) olt/x:] = (—y[t/xi]) [substitutia formulelor]
Acum, din (8) si conform definitiei 3.16 obtinem:
(9) (M, ) F o[t/xi] ddaci (M, s) F (~y[t/x])
ddaca (M, s)# y[t/xi]
Conform aceleasi definitii 3.16 stim ca:
(10) (M, sl =s (1)) F ¢ ddaca (M, slxi=s (1)) F ("w)
ddaca (M, s[x;:=s ()] v.
Din c(y) < c(op) stim (IH”) este aplicabil formulei y.
Din (9), (10) si (IH’) avem:
(0) (M, 5) F (~y[txi]) ddaca (M, s[xi:=s (1)) F (~w).

(VID ¢ = (y — %)
Cum c(y) < c(o) si c(y) < c(@) ipoteza inductiei se aplica formulelor v si y.

(IHy) (M, s) |= y[#/x;] ddacd (M, s[x;:= s @)D |= v, ceea ce e echivalent cu'®:
(M, ) ¥ y[t/x] ddacd (M, s[xi:=s (1)]) ¥ .
si
(IH,) (M, s) Ex[t/xi] ddaca (M, s[xi:=s ()]) Fx
Acum,
(11) o[t/x;] = wlt/xi] — y[t/xi] [substitutia formulelor].
Din (11) si conform definitiei 3.16 avem:

17 Vezi nota 12.
8 Din nou, vezi nota 12.
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(12) (M, s) [ olt/x] ddacd (M, s) F (lt/x] — xlt/xi])
ddaca (M, s) ¥ y[t/x;] sau
(M, 5) Fxlt/x].
Conform aceleasi definitii 3.76 avem:
(13) (M, sDxi=s (1)) F ¢ ddaca (M, sx=s (1)) F (v =)
ddaca (M, s[x;:=s (¢)]) ¥ v sau
(M, slxi=s ()] Fx
Din (12), (13) (IH,) si (IH,) avem:
(1) (M, 5) E (v — 0t/x] ddaca (M, s[xi:=s (1)) F (v — ).
(VII) ¢ = V x(y).
Acum, evaluarea substitutiei difera in functie de urmatoarele situatii: x # x;, sau x
= x;. In cazul in care x # x; avem, din nou, doua situatii posibile: fie x;¢ VL(9), fie
x;€ VL(@). Sa le consideram pe rand:
(VIIIa) Sa presupunem ca x #x; si x;¢ VL(o).
In acest caz, substitutia se face in gol, mai precis, conform lemei 3.2, o[t/xi] = ¢, de
unde deducem ca:
(14) olt/xi] = V x(y[t/xi]) = V x(y) = ¢.

Din (14) si definitia 3.16 obtinem:

(15) (M, s) E o[t/x] ddaca (M, 5) F ¢
Acum, s si s[xgi=s (;)] asigneazad aceleasi valori tuturor variabilelor, mai putin
variabilei x;. insi x;¢ VL(9), de unde deducem ci s si s[x;=s ()] asigneaza
aceleasi valori variabilelor libere ale lui ¢, prin urmare, conform lemei coincidentei
asignarilor pentru formule,

(1) (M, 5) |V x(y)1/x;] ddaca (M, s[xi:=s ()]) F ¥ x(y).
(VIIIb) Sa presupunem ca x #x; si x;€ VL(¢). In acest caz,
(16) o[t/x;] =V x(y)[t/x:] = Y x(y[t/x;]) [substitutia formulelor].
Din asumptia ca ¢ este substituibil lui x; in ¢ si cd x;€ VL(), rezultd ca xg OV(z)) si
cd ¢; este substituibil lui x; in y. Asadar, conform cu (16) si definitia 3.16, avem:
(17) (M, 5) F o[t/x] ddaca (M, 5) ¥ x(wl/x])
ddaca pentru orice de D, (M, s[x:=d]) |= (y[t/x])
Conform aceleasi definitii 3.16, avem
(18) (M, sxi:= s (4)]) F @ ddaca (M, s[xi:=s (4)]) FV x(v).
ddaca pentru orice de D, (M, s[x;:=s )] [x:=d]) |= 2
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Conform ipotezei inductiei stim ca,
(IH) (M, s[x:=d]) F (lt/x]) ddaca (M, sfx:=d][x; = sTx=d 1)) F v,
pentru orice de D.

Dar x¢ OV(%), de unde rezulta ca s )= m (t)), pentru orice de D.
Din s )= m (¢,), pentru orice de D, si (IH) obtinem
(19) (M, s[x:=d]) |= (y[t/x;]) ddacad (M, s[x:=d] [x;:= s ®)]) |= y, pentru orice de D.
Din (17), (18) si (19) rezulta:
(M, s[x:=d]) E (w[t/x.]) ddaca (M, s[x;:=s (t;)] [x:=d]) F v, pentru orice de D,

adica

(2) (M, 5) |V x(y)t/x;] ddaca (M, s[xi:=s ()]) F ¥ x(y).
(VIIIc) Sa presupunem ca x = x;. In acest caz,

(20) o[t/x;] = ¥V x(W)[t/xi] = ¥ x(y) = ¢ [substitutia formulelor].
Acum, conform definitiei 3.16 avem:
(21) (M, s) E o[t/x] ddaca (M, s) E V x(y).

Conform aceleasi definitii 3.16 stim ca

(22) (M, slxi:=s (1)]) F ¢ ddaca (M, s[x:=s (1)]) FV x(y)
Dar x = x;, de unde rezulti ca x;¢ VL(9), asadar s si s[x;=s (¢,)] asigneaza aceleasi
valori tuturor variabilelor libere ale lui ¢, prin urmare, conform lemei coincidentei
asignarilor pentru formule,

(i) (M, ) F V x(y)[ty/x;] ddacd (M, sfxi:=s (5)]) F ¥ x(y).
Din (k;), (ky) si (k3) rezulta ca pentru intreg cazul (VIII) avem:

(<) (M, 5) F ¥ x(y)[t/x] ddacd (M, sxi:=s (5)]) F ¥ x(w).
Din (1), (0) si (x) rezultd ca pasul inductiv este demonstrat, si, odatd cu pasul

inductiv teorema este demonstrata.

In continuare vom explica si formula o lema care priveste procedeul
substitutiei, la care vom apela In demonstratia de completitudine. Sa notdm in acest
sens, cd, in general, ¢[y/x][x/y]# ¢. Fie, de pilda, formula: ¢ = =V x(x = y). Sa
vedem care este rezultatul operatiilor succesive de substitutie: ¢[y/x][x/y].
ely/x] ==V x(x = y)ly/x] = =V x(x = y)

QYXI] = =V x(x = M[YAI[x/y] = =V x(xc = )[x/y] = =V x(x = ).
Evident, ¢ =~V x(x =y) #—V x(x = x) = ¢[y/x][x/y].
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Acum, existd totusi situatii In care ¢ = o¢[y/x][x/y], iar lema de mai jos

caracterizeaza una dintre aceste situatii.

Lema 3.3: Fie o o signaturd, o€ FORM, x, ye Var. Dacd y nu are nici o ocurenta

in @, atunci y este substituibil lui x in @ si @[y/x][x/y] = ©.

Pentru a demonstra aceasta lema este mai convenabil sa stabilim in prealabil un

rezultat privind substitutia succesiva [y/x][x/y] in cazul termenilor.

Lema 3.4: Fie ¢ o signatura, t€ TERM, x, y, ze Var: Daca ye OV{¢}, atunci
tly/x]|[x/y] = t.

Observati ca fara conditia y¢ OV {¢} acest lucru nu este valabil. Fie, de pilda
termenul ¢ = y. In acest caz, #[y/x] = y si, prin urmare #[y/x][x/y] = x. Evident,
t# t[y/x][x/y]. Dar, dacd yg OV {¢}, atunci ¢[y/x][x/y] = t. S4 demonstram acest fapt.
Demonstratie [prin inductie pe complexitatea termenilor)

Conform proprietatii de descompunere unicd, termenii signaturii ¢ au doar una
dintre urmatoarele forme 7 = ¢, t = x; sau t = f{¢; ... t,).

Cazul de baza

a) t=c,c(t)=0.

In acest caz, f[y/x][x/y] =c=t.

b) t=z c(t) =0, z este o variabila oarecare, identica sau nu cu x, y.

In acest caz ar trebui sa distingem trei situatii posibile: i) cand z = x, ii) cand z = y
si cind iii) z #x, y. Conditia ca y¢ OV {¢} exclude situatia ii), situatie in care, aga
cum am vazut putin mai sus, ¢##[y/x][x/y]. Sa verificim, asadar celelalte doua
situatii:

i) z=x. In consecinta, #[y/x] = z[y/x] = x[y/x] = y iar t[y/x][x/y] = y[x/y] =x =z =1t.
iii) z #x, y. In consecinta, #[y/x] = z[y/x] = z iar f[y/x][x/y] = z[x/y] =z = ¢.

Pasul inductiv

Conform proprietatii de descompunere unica a termenilor existd un singur caz pe
care trebuie sa-I stabilim in pasul inductiv.

c) t=ft;...t,),c()=n,n>0
Conform ipotezei inductiei, presupunem ca pentru toti termenii #, 1 <i<n are loc:

(IH) t;[y/x][x/y] = t,.
Acum, t[y/x][x/y] =ft; ... t,)[y/x][x/y]
= it [y/x][x/y] ... t.[y/x][x/v]) [definitia substitutiei]
= fity ... ;) [(IH)]
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Cu ajutorul acestei leme putem demonstra foarte usor lema 3.3, printr-o apli-
care de rutina a inductiei pe multimea formulelor sau complexitatea acestora. (vezi

exercifiul 1)

Corolar 3.3: Fie ¢ o signaturd, o€ FORM, xe Var, ce C. Dacid ¢ nu are nici o

ocurenta 1n ¢, atunci ¢ este substituibil lui x In ¢ si @[c/x][x/c] = ¢

Demonstratie: similara demonstratiei lemei 3.3 (vezi exercitiul 2).

UN SISTEM AXIOMATIC AL LOGICII DE ORDINUL I

Dupa cum sugereaza articolul nehotarat din titlul sectiunii existd mai multe
modalititi echivalente de a axiomatiza LOI. In continuare, vom prezenta un sistem
axiomatic al LOI divizat in doua grupe de axiome si o multime de reguli de
derivare. Cele doud grupe de axiome sunt cunoscute drept axiome logice (M) si,
destul de neinspirat, dar cat se poate de evident, axiome non-logice (Z). In functie
de preferintele sau scopurile autorilor, continutul axiomelor logice si a regulilor de
derivare diferd. Unii autori preferda sisteme bogate in axiome logice si cu putine
reguli de derivare, cum este de pilda sistemul axiomatic al calculului predicatelor
dezvoltat de Enderton', altii, dimpotriva, prefera sisteme in care exista infinit de
multe reguli de derivare, iar axiomele se reduc la cateva scheme. in continuare,
vom opta pentru un sistem axiomatic bogat in axiome logice din simplul motiv ca
aceasta optiune faciliteazd mult demontratiile ulterioare, fapt care este in
concordantd cu abordarea acestui volum, respectiv de a prezenta intr-un mod

riguros, dar comprehensiv rezultatele metateoretice de carcaterizare a LOIL.
Axiomele logice (A)
Se obignuieste ca axiomele logice sa se imparta in trei categorii:

1. Axiome propozitionale:

In aceasta categorie intrd toate formulele care se obtin prin substitutia
variabilelor propozitionale dintr-o tautologie a calculului propozitional cu formule

din limbajul logicii de ordinul I*.

' Herbert B. Enderton [2001].
?% Substitutia trebuie, evident, si respecte mentiunile ficute in capitolul de calculul propozitiilor.
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De exemplu, fie tautulogia: 7= ((p; — p2) — ((Cp2) — (—p;))). Substituind p;,
si p, cu (filx) =Ay)), respectiv P(x) obtinem:
TIp(f%) = f)), i/ P()] = () = /) = P()) = (=P(x)) = (~(0x) = ).

Pentru a face tehnic precis acest procedeu de obtinere a axiomelor propozitio-
nale avem la dispozitie cateva strategii. Una dintre ele este sa definim o operatie de
substitutie in aga fel Incat sa permitem substituirea variabilelor propozitionale cu
formule ale limbajului logicii de ordinul I. O alta strategie, dezvoltatd de Enderton,
constd 1n diviziunea mulfimii FORM 1n doud submul{imi, a formulelor prime —
care cuprind formulele atomare si cele prefixate de cuantificatorul universal — si,
evident, a celor neprime. Mai departe, peste multimea formulelor prime definim
cele doua operatii £, si f-. In acest fel, orice tautologie a calculului propozitiilor
este 0 axioma propozitionald, obtinuta fara intermedierea operatiei de substitutie,
pentru ca, evident, tautologiile obtinute sunt deja formulate in limbajul logicii de
ordinul I. Nu vom insista asupra acestor strategii, cititorul este incurajat sa opteze

pentru una dintre ele.
1. Axiomele identitatii
I,. x = x, pentru orice xe Var.
L. ((xxi=p) = (X1, s Xiy ooy X)) = X1y s Vs 05 X)), 1 KPS0, X4, .., Xy, VE Var, f€ FY.
L. (x =y) — (o[x/x;] = o[yWil), x, xi, v, yi€ Var, x;, y;€ VL(¢), pe FORM_ATOM.

1. Axiomele cuantificatorilor
Instantierea Universala (Ul): ¥ x(¢) — ¢[t/x], daca ¢ este substituibil lui x 1n ¢.
Distributivitatea cuantificatorului universal: ¥ x(¢ — ) — (V x(¢) — V x(v))

Regulile de derivare:

Vom formula regulile de derivare astfel incat sd le putem utiliza fara modificari in
contextul mai larg al deductiilor:

Modus ponens [mp]: Daca ¢ si (p — y) au fost derivate dintr-o mulfime de
asumptii ' FORM, atunci y poate fi derivata.

Generalizarea universala [UG): Daca ¢ a fost derivata dintr-o multime de asumptii
I'c FORM 1in care nu apare liberd variabila x, atunci V x(¢) poate fi derivata din I'.

Axiomele nonlogice (%)

Axiomele nonlogice sunt o multime de formule care caracterizeaza un anumit

domeniu de studiu, cum sunt, de exemplu, axiomele teoriei grupurilor, sau o
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multime de formule care intentional, cel putin, urmareste sd descrie o anumita
structurd, cum sunt axiomele aritmeticii Peano. In demonstratiile care urmeaza,
alegerea unor axiome nonlogice particulare este neesentiald, astfel incat mentiunile
la aceastd multime au un caracter complet general, ca la o multime de formule

exprimate 1n deplind rigoare sintactica in cadrul unei signaturi c.

Definitie 3.25: (deductiec) Spunem ca o o-formuld ¢ este deductibild dintr-o
multime I' de o-formule si notdm I’ |— ¢ daca exista un sir <@, @2, Q3,..., P>, CU O,
= ¢ astfel incat pentru orice 1<k<n,

i) e I sau

i) @€ A sau

ii1) @ a fost obtinut din ¢; si @;, unde @; = (¢; — @), i, j < k, prin aplicarea

regulii modus ponens sau
iv) @ a fost obtinut din ¢;, j < k prin regula generalizarii universale, ¢, =

Y x(9)).

In scopul unei lizibilititii mai mari a textului vom presupune ca formulele si
multimile de asumptii mentionate in continuare sunt Intotdeauna exprimate in
cadrul unei signaturi fixate, o, iar I" este o multime de o-formule, agsadar vom eluda
mentionarea acestor aspecte.

Sa notdam cu L o contradictie oarecare in sistemul logic dezvoltat de noi.
Pentru convenienta sa stabilim cd L = (Vx(x = x) A (™ Vx(x =x))), dar L poate fi

orice alta contradictie a logicii de ordinul I.

Definitie 3.26: (consistenta sintactica): O mulfime de formule I' este consistenta
sintactic ddacd nu exista nici o formuld ¢ astfel incat I |- esil |— —¢. Corelativ,

spunem ca o multime de formule I' este inconsistenta ddaca nu este consistenta.

In conformitate cu lema echivalentei definitiilor din calculul propozitional, a
carei validitate se pastreaza si in logica de ordinul I [adaptarile demonstratiilor — in
cazul in care sunt necesare — pentru sistemul descris mai sus sunt minore], vom
folosi, in functie de convenientd, oricare dintre definitiile echivalente. De pilda,

putem echivala definitia consistentei/inconsistentei cu urmatoarea definitei:

O multime de formule I este consistentd ddaca I' i+ L. Corelativ, spunem ca o

multime de formule T este inconsistentd ddaca T | L .
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Sa precizam, in continuare, cateva proprietati si teoreme de caracterizare a
relatiei de deductibilitate. Mentiondm ca proprietatile relatiei de deductibilitate din
calculul propozitional exprimate prin ‘regulile’ CUT, AS si THIN se pastreaza in
logica de ordinul T ca metateoreme de caracterizare a relatiei de deductibilitate |
(vezi exercitiul 3).

Sa observam ca adoptarea ipotezei cd mulfimile de asumptii I, A etc sunt
formate exclusiv din propozitii (sau formule inchise) ale limbajului de ordinul I
considerat nu viciaza®' deductiile obtinute in absenta ei. Sensul teoremei 3.6 este de
a preciza aceastd observatie. In acest scop, si definim ce este inchiderea universala

a unei formule oarecare.

Definitie 3.27: Fie o(x;, x2, ..., x,) o formuld oarecare cu variabilele libere x;, x5,
vy Xp. Notam prin ¢° formula Vx;Vx5...Vx.(e(x;, X3, ..., x,)). Daca T este o
multime de formule, atunci definim I'“ = {¢“/ p€ T'}.

Teorema 3.6: Fie I' o multime de formule si ¢ o formuld astfel incat I’ |— . In
aceste conditii, [ |-(p.

Demonstratie: Fie <oy, ..., 9,>, ¢, = ¢, deductia lui ¢ din I'. Sa remarcam ca pentru
orice ¢°, ¢° |- @, prin UI, de unde deducem ca I' |— @;, pentru orice i, 1 <i<n, prin
aplicarea UI. Pentru a construi o deductie a formulei ¢ din I'“ deducem, intr-un
prim pas, T |- ©;, pentru orice i, 1 <i<n, iar in al doilea pas copiem deductia <,
¢2, ..., §, = > in continuare . Ceea ce rezulta este ' |—(p.

Morala teoremei 3.6 este ca orice poate fi dedus dintr-o multime care contine
formule libere, poate fi dedus dintr-o multime care contine inchiderea universald a
acestora, asadar, putem si ne restrangem atentia la mulfimi care contin doar
propozitii, fara a pierde ceva esential. Semnificatia rezultatului de mai sus devine
transparentd in demonstratia lemei existentei unui model, a cérei miza este de a
ardta cd orice multime consistentd de formule I" are un model, mai precis ca fiecare
formulda @el" este sastisfiabild in orice asignare s, ceea ce echivaleaza cu
considerarea inchiderii universale a multimii I'“. Asadar, in demonstratia comple-
titudinii sistemului axiomatic prezentat mai sus via lema existentei unui model vom
considera doar multimi I" de propozitii. Dar pana atunci, sd notam cateva rezultate

pe care le vom utiliza in demonstrtatia de completitudine.

2l Aceasta modalitate este folositd, de pilda, in demontratoarele automate de teoreme sau in softuri
destinate invatarii deductiei naturale in logica de ordinul I.
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Teorema 3.7: Teorema generalizarii pe constante: Daca F|— ¢ sl c este o
constanta care nu apare in I, atunci existd o variabild x care nu apare nici n ¢, nici
in I', astfel incat F|— V x(p[x/c]), iar in deductia lui Vx(¢@[x/c]) din ' nu apare

constanta c.

Demonstratie [prin inductie pe lungimea deductiei]: Fie <oy, ..., ¢,>, ¢, = 0,
deductia formulei ¢ din I" si x o variabild care nu apare in I' §i nici in vreuna dintre
formulele ¢y, ..., @,. Ceea ce vrem sa demonstram este ca secventa <o;[x/c], ...,
@u[x/c]> constituie o deductie a formulei ¢[x/c] din I'[x/c]. In acest scop, vom
aplica inductia pe lungimea deductiei.
Cazul de baza (n = 1): 1n acest caz (I) ¢;€ 1" sau (II) ¢,€ A. Sa le consideram pe
rand:
(D) ;€T Pentruca ce I, o;[x/c] = ¢; [substitutia se face in gol].
(I1) ;€ A. In acest caz ¢,[x/c]€ A [substitutia ocurentelor unei constante dintr-o
axioma logica cu o variabila este tot o axioma logica].
Pasul inductiv: presupunem ca pentru orice @y, k < n, secventa <o;[x/c], ..., i[x/c]>
reprezintd o deductie din I" In care nu apare constanta ¢ §i sa aratam cé pentru k = n
rezultatul se pastreaza. In acord cu definitia deductiei, @, poate fi obtinutd in patru
moduri distincte, (@) ¢,€1, (b) 9,€ A, (¢) ¢, a fost obtinut din ¢;, ¢;, unde @; = (¢;
— ¢,), I, j <n, prin aplicarea regulii mp, (d) ¢, a fost obtinut din @;, j <, prin UG.
Cazurile (a) si (b) sunt identice cu (I) si (II) din cazul de baza.
Cazul (c) Din ipotezei inductiei rezulta ca (i) T | g.[x/c] si (id) T } (¢; — o.)[x/c] (i,
J <n). Dar (¢; = ¢,)[x/c] = (¢[x/c] — @,[x/c]), de unde rezulta ca (iii) I |— (pix/c]
— @,[x/c]). Din (i) si (iii) rezulta, conform regulii mp, @,[x/c].
Cazul (d) Din presupunerea ca variabila x nu apare in secventa <@, ..., ¢,>>, rezulta
cd @, este de forma V y(¢;), y #x, j < n. Din ipoteza inductiei rezultd ca I |— ojx/c].
Aplicarea regulii UG pasului I’ |- @;[x/c] ramane legitima (substitutia constantei ¢
cu variabila x # y nu afecteaza aplicarea regulii UG), de unde rezultd ca F|—
v ¥(@;[x/c)], adicd @,[x/c], conform definitiei substitutiei.

Ceea ce am demonstrat pand acum este cd putem transforma deductia I' |— ¢ 1n
deductia F|— ¢[x/c]. Pentru a infera ca I' |-‘v’x((p[x/c]) este suficient sa aplicim
regula UG ultimului pas al deductiei <o:[x/c], ..., Q.[x/c]>, o.[x/c] = o[x/c],

aplicare legitimata de presupunerea ca x nu apare ca variabila liberd in I

Teorema 3.8: Teorema deductiei: Daca T, ¢ |-\|/ atunci I’ |— (0 — V).
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Demonstratie: Contine un caz 1n plus fatd de demonstratia corespunzitoare din
calculul propozitional asa Incat ii lasam cititorului placerea de a demonstra acest

caz (vezi exercitiul 4)
Lema 3.5: Axiomele propozitionale sunt valide.

Demonstratie: In acord cu cele spuse la inceputul acestui capitol, orice tautologie a
calculului propozitional rimane validd in logica de ordinul I. In orice structura M si
asignare s o tautologie formulatd in limbajul logicii de ordinul I depinde doar de
valoarea de adevar a subformulelor si de semantica operatorilor — si — care este
aceeasi cu cea din calculul propozitional. Lasdm demonstratia acestei leme in

seama cititorului.
Lema 3.6: Axiomele identitatii sunt valide.

Demonstratie: Vom considera doar /5, celelalte cazuri fiind similare.
Fie o structurd oarecare M si o asignare oarecare s: Var — D. Trebuie si
demonstram ca
(M, s) |=((xl- =) = (X1 cor Xiy ooy X0) =LK1y 0y Vs ooy X1)))-
Acum, fie (x = y) este satisfiabila in (M, s), fie nu. Sa consideram pe rand cele doua

alternative.

(D) Sa presupunem ca (x; = y) nu este satisfiabila in (M, s), adica, (M, s)¥ (x; = ).
In acest caz, conform definitiei satisfiabilitatii unei formule de tipul (y — %),
putem infera:
(M, s) |=((xl- =) = (X1 cor Xiy ooy X0) =LK1y 0y Vs ooy X1)))-
(IT) Sa presupunem ca (x; = y) este satisfiabild in (M, s), adica
(1) s(x;) = s(y) [definitia satisfiabilitatii]

Acum,

(2) (M, 5) E (f0x1, o Xis 0r X0) = X5 o0r s -y X)) ddacd

(s (fx1y ooy Xiy o0 X)) = 5 (fTX1, o Vs ., X)) [definitia satisfiabilitatii]
ddaca (s (x7), ..y s (%), s 5 () =5 (X1), oy 5 (), .y s (x,)) [definitia valorii
unui termen].

ddaca fM(s(x)), .., s(x), .., s(x)) = (s(x)), ., SO, .., s(x,)). [definitia extensiei s ]
Dar s(x;) = s(xi), 1 <k<n, k=i, s(x;) =s(y) [din (1)] si /* este o functie, asadar

SN, ey 50, s 5(0)) =(501), s SOV, s (),
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de unde rezulta ca
(M, 5) |= (F1s os Xiy oor X0) =LK1y 1oy Vy oy X))
Asadar, daca (M, s) |= (x; = y), atunci (M, s) |= (X1 <oy Xiy 2oy X0) =K1y ey Vs ey Xn))-
Din asumptiile ca structura M si asignarea s sunt arbitrare rezultd ca
F(Gi=3) = (A1, s Xio s %) =081 s D o X))

Lema 3.7: Axiomele cuantificatorilor sunt valide.

Demonstratie: Vom demonstra doar axioma instantierii universale (Ul), respectiv
ca |=v x(¢) — o[t/x], dacd t este substituibil lui x in @, celelalte cazuri fiind
similare.
Fie o structura oarecare M si o asignare oarecare s. Trebuie sa demonstram ca:
(M, 5) |=v x(¢) — o[t/x], daca ¢ este substituibil lui x in @.
Pentru ca vrem sa demonstram validitatea unei implicatii vom aborda strategia
abordatad in demonstratia validitatii axiomei identitatii /,, respectiv vom demonstra
ca in conditia Tn care ¢ este substituibil lui x in ¢, din presupunerea ca (M,
s) |=V x(¢), decurge ca (M, s) |= o[#/x]. (De fapt, acest caz reprezintd singura miza a
demonstratiei, cazul In care antecedentul nu este satisfiabil este trivial si, ca atare,
spre deosebire de demonstratia validitatii lui /,, 11 vom exclude). Sa asumam,
asadar, cd ¢ este substituibil lui x in ¢ si fie (M, s) |=v x(¢). In acest caz,
(D) WM, s) |=V x(¢) ddaca, pentru orice de D, (M, s[x:=d]) |= o [def. satisfiabilitatii]
in calitate de termen, ¢ numeste un obiect din D, prin urmare existd un obiect d,€ D
care este valoarea lui s (¢), adica s (f) = d,. Cum (M, s[x:=d]) |= ¢ are loc pentru
orice de D, are loc si pentru obiectul particular d,, care este valoarea termenului ¢ in
asignarea s, adica:
@) M, slx=s D Fo.
Dar, pentru ci ¢ este substituibil lui x in ¢ putem aplica teorema substitutiei® si
obtinem:
(3) (M. 5) F p[t/x]
Asadar, pentru orice asignare s astfel incat (M, s) |=v x(p) obtinem (M, s) |= o[t/x].
Din arbitrarietatea alegerii lui M si s rezulta ca |= v x(0) — o[t/x].

Lema 3.8: Axiomele logice sunt valide ( |=A).

Demonstratie: rezulta din lema 3.5, lema 3.6 si lema 3.7.

22 Trebuia sd folosim teorema undeva, nu-i asa?
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Teorema 3.9: Teorema de corectitudine: Daca I’ |— o, atunci I’ |= 0.
Demonstratie: (prin inductie pe lungimea deductiilor, /; = <oy, ..., ¢,> =n, ¢, = @)
Cazul de baza: deductia are lungimea /, = 1, adicd ¢,€ I' sau ¢, € A.
In cazul in care ¢, T', evident I |= Q1.
In cazul in care ¢,€ A, din lema 3.8 rezulti ci |= ¢, prin urmare, conform cu
THIN, T F ).
Paul inductiv: (IH) presupunem cé pentru orice i j, < k daca I" |- o, I |— @;, atunci
r |= o, T |= ¢;. Avem de considerat doud cazuri: (I) cand ¢, a fost obtinut din @;, ¢;, i
J» <k, prin aplicarea regulii modus ponens si (1I) @, a fost obtinut din ¢, prin regula
generalizarii universale
(I) In cazul in care @; a fost obtinut din ¢, ¢; = (¢;/— @x), i j, < k prin aplicarea
regulii modus ponens, avem, conform (IH):
nr |=(Pi,
i) I F (01 — @5).
Conform definitiei satisfiabilitatii, I |= (9p; — @), ddaca:
iil) ' @; sau
iv) T F o
Sub asumptia consistentei multimii I',cazul iii) este exclus de cazul 1), prin urmare,
r |= 0)8
Daca multimea I este inconsistenta, atunci, in mod trivial I |= Oy
(IT) In cazul in care @ a fost obtinut din @; prin regula generalizarii universale [caz
in care @ este de forma V x(¢,), iar variabila x nu apare liberad in I'], atunci, prin
ipoteza inductiei, avem:
(IH) Daca I’ |- @;, atunci I’ |= ¢;.
Sa asumam, asadar, 1) cd x nu apare liberain I, 2) ca I’ |= @; si sa demonstram 3) ca
T Ev x(0)).
Fie M o structura oarecare, s o asignare oarecare astfel incat (M, s) |= ¢;. Pentru ca x
nu apare ca variabila liberd in I deducem ca pentru orice formula ye I', si orice
de D, s[x:=d] si s atribuie variabilelor libere din y aceleasi valori. Conform lemei
coincidentei asignarilor pentru formule putem infera ca (M, s[x:=d)) |= y, pentru
orice y€ I si orice de D, asadar, ca
(3) pentru orice de D, (M, s[x:=d]) |=F.
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Din (3) si asumptia 2) rezulta ca
pentru orice de D, (M, s[x:=d]) |= @;, adica,
(M, 5) Fv x(9))
Cum M si s au fost arbitrare, rezultd ca I’ |= O
Cazul de baza al teoremei a fost demonstrat iar din demonstratia pentru (I) si
(IT) rezultd ca pasul inductiv este demonstrat, prin urmare am stabilit feorema

corectitudinii.

Teoreme de caracterizare a logicii de ordinul |

In aceastd sectiune efortul conceptual se va concentra asupra demonstratiei
teoremei de completitudine, unul dintre rezultatele care caracterizeaza logica de
ordinul I, alaturi de teorema de compactitate si teoremele Léwenheim-Skolem.

Teorema de completitudine a fost demonstrata de cétre cel mai mare logician al

1, in teza sa de doctorat din 1929. Doi ani mai tarziu

secolului trecut, Kurt Géde
Kurt Godel avea sa publice o teoremd cunoscutd sub numele de teorema de
incompletitudine® care va avea o carierd matematici si filosoficd fulminanti.
Despre feorema de incompletitudine si semnificatiile acestei se discuta si astizi,
ceea ce probeaza, Intr-un anumit sens, profunzimea acestui rezultat. O discutie
serioasd asupra teoremei de incompletitudine necesitd un volum aparte™ asa ci
amanam aceasta discutie pentru un viitor volum II de logica matematica.

Modalitatea prin care vom demonstra teorema de completitudine a fost
patentati de Leon Henkin® si are cateva trasaturi care o recomands, in economia
lucrarii de fatd, drept candidatul ideal pentru demonstrarea completitudinii logicii
de ordinul I:

2 Demonstratia teoremei de completitudine (subiectul lucrarii de doctorat a lui Godel) a fost publicati
doar 1n 1930, vezi Kurt Godel [1930].

24 Kurt Godel [1930] ‘Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme, 1.”, in Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38: 173—198.

3 Asa cum atestd, de pildd, volumul lui Peter Smith [2013], An introduction to Godel’s theorems,
Second edition, Cambrdige, MA: Cambridge University Press, 2013.

%% Leon Henkin [1949a], ‘The completeness of the first-order functional calculus’ in The Journal of
Symbolic Logic 14: 159-166.
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a) tehnica demonstratiei se extinde cu usurintd la logicile de ordin superior, de
pilda la logica de ordinul II, unde oferd o semanticd non-standard, cunoscuta si ca
semantici-Henkin?’

b) demonstratia permite derivarea simpla a altor rezultate de caracterizare a logicii
de ordinul I, respectiv a teoremei de compactitate — care se obtine ca un corolar al
completitudinii — si a teoremei Lowenheim-Skolem.

c) eleganta demonstratiei este, de asemenea, un atuu de neneglijat, alternativa
reprezentatd de demonstratia originara a lui Godel, de exemplu, fiind mai
alambicata si neintuitiva pentru un cititor fara o apetentd matematica deosebita.

Mai precis, vom demonstra cd in sistemul axiomatic prezentat are loc:

Teorema de completitudine: Daca I' |= o, atunci I’ |— 0.

Acum, conform teoremei 3.6 ne putem restrange atentia la multimi [' de
propozitii, asadar, In continuare, vom asuma cé teoriile I' sunt multimi de propozitii
iar formulele ¢ sunt, de asemenea, propozitii.

Nu este greu de argumentat ca teorema de completitudine este echivalentd cu
urmatoarea lema:

Lema 3.9: Lema de existenta a unui model: Orice teorie consistentd I" are un
model M.

Suficienta: Vom demonstra 1n continuare doar suficienta echivalentei (care, de fapt,
e relevanta pentru demonstratia de teoremei de completitudine).

Sa presupunem ca orice teorie consistentd I" are un model si ca I’ |= . In aceste
conditii, orice model al lui I" este un model al lui ¢. Daca orice model al Iui I" este
un model al lui ¢, atunci, sub asumptia consistentei lui I', rezultd ca I'U {—¢} nu
are nici un model. Din contrapusa lemei de existenta a unui model rezultd ca
I'U {—¢} nu este consistentd, adica exista o formula y astfel incat
1L.TU {~¢} Fysi
2.TU {—g} | ~v.

Dar atunci,

3.T |- (—¢ — ) [din 1. prin teorema deductiei].

4.T |- (—¢ — —y) [din 2. prin teorema deductiei].

5.T |- (9 = v) > (¢ — ~y) — (9))) [axioma propozitionala plus THIN].
6. |- ¢. [din 3 si 4 prin doud aplicari succesive ale lui mp]

%" Semantica Henkin a fost exploatata filosofic in argumentele privind indeterminarea referentiald a
conceptelor matematice.
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Dupd cum ne aratd argumentul de mai sus, miza intregii demonstratii a
teoremei de completitudine se reduce la demonstrarea lemei de existentd a unui
model. In acest sens, principala noastra sarcind va fi, in continuare, sa construim un
model pentru o multime consistentd I de propozitii. Constructia nu este triviala,
asa incat aceastd demonstratie va solicita atentia dumneavoastra intr-o masura mult
mai mare decat celelalte demonstratii cu care ne-am Iintalnit. De asemena,
constructia se va desfasura in cativa pasi, corespunzitori anumitor pericole ce
insotesc implementarea ideii din spatele constructiei. Dar pana la detaliile tehnice
ale acestor pasi, sa descriem intuitv care este ideea din spatele constructiei.

Sa presupunem ca avem urmatoarea signaturd, ¢ = {R}, unde R este o relatie
binara, si urmatoarea multime de o-formule — sa o numim teoria T,
T={3xIy(((~(x=»)) = (TR(x)))), V xV yR(xy)}.

Prima formulad ne spune ca existd doud elemente diferite ale domeniului care

sunt relationate, iar cea de-a doua formula ca orice doud obiecte ale domeniului

sunt relationate. Acum, o structura care sa constituie un model al acestei teorii T

este structura <N, <> (unde N este multimea numerelor naturale iar < este relatia de

ordine strictd pe N), dupd cum se poate verifica. Dacd, insa, urmarim sa construim

modele simple ale teoriei T, ceea ce cu sigurantd vom urmdri in demonstratia

teoremei existentei unui model, atunci structura <N,<> este excesiva: cardinalul

domeniul modelului este X;. Putem construi un model mai simplu, cu o cardina-
litate mult mai mica; 1n acest scop, s ne uitam la prima formula a teoriei T: prin
cuantificatorii existentiali i negatia identitatii aceasta aserteaza existenta a doua
elemente diferite care si fie relationate. In consecintd, domeniul modelului nostru
trebuie sa contind doud elemente relationate. Aceste elemente trebuie identificate,
asadar, fie d; si d, doud elemente ale domeniului D al modelului nostru M si sa
stipuldm ca acestea sunt relationate. Pentru o mai bund intelegere a ce anume
inseamna constructia unui model al primei formule sa reprezentam grafic cele doua
elemente d; si d, si relatia R, intre aceste elemente, ca in figura de mai jos (figura
1). Se observa ca relatia R a fost reprezentata grafic prin sageti.

Modelul descris in figura I respectd prima formula a teoriei noastre T. Acum,
simpla observatie pe care trebuie sd o facem este cd pentru a construi un model al
celei de-a doua formule, respectiv cea care este prefixatd exclusiv de cuantificatori

universali, nu mai trebuie sa identificim, nici sa introducem vreun element nou,
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doar sa construim relatiile necesare intre elementele deja introduse pentru a face
satisfiabila formula prefixatd universal, ceea ce, in cazul de fatd, este un fait

accompli.

figura 1

d] dg

R
Formal, insa, vom defini ca model al teoriei T structura

M= (D={d,.d,},R={(d,.d,)}).

Morala exemplului de mai sus este simpla: adaugad valorilor constantelor
signaturii elementele suficiente pentru a face satisfiabile formulele existentiale si
defineste aceasta multime ca fiind domeniul modelului. Importanta identificarii
elementelor care fac formulele cuantificate existential satisfiabile, in constructia
Henkin a unui model, se poate observa din faptul ca aceste elemente au primit o
denumire speciala: se numesc martorii teoriei in modelul considerat.

Acum, sa reludm structura argumentului prin care am stabilit completitudinea
calculului propozitional prin metoda lui Henkin: ipoteza de la care porneam era
existenta unei mul{imi consistente I' de formule a calculului propozitiilor pe care o
extindeam pand la o multime maximal consistentd A. Ratiunea extensiei la o
multime maximal consistentd era cat se poate de pragmatica: este mult mai usor sa
construiesti un model al acestei extensii A decat un model al multimii I'. Acelasi
tipar demonstrativ vom incerca si-1 aplicdm si cazul logicii de ordinul I: vom
incerca si demonstram existenta unui model al unei multimi consistente I de o-
formule, prin ricoseu, in trei pasi

1) intr-un prim pas prin includerea acestei multimi intr-o extensie maximala
consistentd A, apoi

2) prin constructia unui model al acestei extensii, dupa care

3) prin ‘curdtirea’ modelului extensiei pentru a obtine, 1n sfarsit, un model al
multimii I

Ideea din spatele primului pas a fost detaliat prezentatd in cazul calculului

propozitional, asa cd nu vom insista asupra acesteia. In schimb, vom prezenta ideea
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din spatele celui de-al doilea pas. In acest scop, si presupunem ci am construit
extensia maximald consistentd A a unei multimi I' si vedem cum anume vom
construi un model al multimii A.

Obiectivul pe care il urmarim, asadar, este sa construim un model M = <D, >
astfel Incat pentru fiecare e A si fiecare asignare s, (M, ) |= ¢. Sa ne reamintim ca
specificarea unui model presupune precizarea unui domeniu D si a unei functii de
interpretare i a simbolurilor signaturii. Acum, in loc sa modelam formulele
multimii A in diferite domenii matematice, cum sunt cele ale teoriei multimilor, sau
teoriei numerelor, ideea este sa folosim chiar obiectele sintactice al multimii A, in
constructia modelului, mai precis, sd consideram drept elementele domeniului D o-
termenii’® care nu contin variabile. Dupa cum subliniam mai sus, pentru a articula
complet modelul nostru trebuie sa specificam functia de interpretare i a constan-
telor, simbolurilor functionale si predicationale ale signaturii ¢ in domeniul D
reprezentat de o-termenii care nu contin variabile libere. Sa le consideram pe rand.

In cazul constantelor, o alternativa care se impune prin simplitatea ei este de a
defini interpretarea i intr-un mod direct, autoreferential: i(c;) = c;.

Acum, interpretarea simbolurilor functionale presupune s atribuim tuturor
simbolurilor functionale de aritate n > 0 din ¢ anumite functii /: D" — D. in
consecintd, principala provocare a interpretarii simbolurilor functionale consta in
descrierea modului in care se comporti aceste functii //, pe domeniul D. In acest
scop, sa definim orice functie /' de aritate » > 0 in urmatorul mod:

D" —D
Pt toy o t) = £t £ .. 1),
unde #;, 1, ..., t, sunt o-termeni care nu contin variabile.

Dupi cum se poate observa f* este definita pe n-upluri de termeni si ia ca
valori termeni ai signaturii 6. Sa consideram, de pilda, signatura ¢ = {f, c¢;, ¢},
unde feste un simbol functional binar, si c;, ¢, sunt doud constante ale signaturii. In
aceastd situatie, i(f) = f: D’ — D. Cum anume actioneaza /*? Pai, fie ¢,, c,€ D.
Interpretarea simbolului functional f este, conform definitiei de mai sus, £*(c;, ¢;) =
fle; ¢), asadar functia /' nu este decat termenul obtinut prin concatenarea

simbolului functional /' (a carui interpretare este!) cu parantezele si constantele ¢,

2 . . - ‘A . . - g e s .
8 Identificarea nu este chiar corectd, vezi in continuare prima problemi pe care o ridica identificarea
brutd a elementelor cu termenii modelului care nu contin variabile libere si solutia acesteia, dar pentru
expunerea comprehensiva a modului in care constituim domeniului modelului am facut acest rabat.
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¢, (care sunt, evident, propriile lor interpretari). Observati prezenta virgulei intre
argumentele c; si ¢, ale functiei /' si lipsa acesteia din valoarea f{c; c,). Pe scurt,
rezultatul aplicarii functiei /' la termenii ¢; si ¢, este termenul flc; ¢»).

Interpretarea simbolurilor predicationale presupune sa atribuim fiecarui simbol
predicational P, de aritate n, din o, o relatie P D", identificati cu multimea
compusi din n-uplurile de elemente din D pentru care PV are loc. In consecinti,
definim P c D" astfel:

PM={<t; ts, .. t,> | P(t; t> ... t,)E A},
adica multimea n-tuplurilor de termeni din D pentru care P are loc este formata
exact din n-uplurile de termeni care determind adevarul formulei P(¢, ¢, ... t,,).

Modelul M pe care tocmai l-am descris este deficitar, insa. Nici domeniul D
format din o-termenii care nu contin variabile, nici interpretarea i pe care am
specificat-o mai sus nu sunt adecvate in constructia unui model pentru mulfimea A.
Sa incepem prin a indica de ce anume interpretarea i este deficitard, apoi de ce nu
este viabil un model construit exclusiv din o-termenii care nu contin variabile.
Lectiile pe care le vom insusi din relevarea acestor dificultati si solutionarea lor ne
vor indica modalitatea adecvata de a construi un model al multimii A.

1) Sa presupunem cad ¢ = {e, °} este signatura teoriei grupurilor, unde e este
constanta care denotd elementul neutru si ° este un simbol functional binar iar
axiomele teorie grupurilor sunt reunite in multimea I,

[={VxVyVz(e((xy) 2) = (°2x°(y2))), eV x(°(xe) =x), VxIp((xy) = e)}.
Observati ca am scris axiomele teoriei grupurilor in notatia oficiala a limbajului
nostru, care este diferitd de notatia matematica standard. Totusi, diferentele sunt
usor de sesizat, de pilda, ceea ce In nomenclatura oficiald este termenul °(xy), in
notatia standard este termenul (xcy).

In acord cu cele spuse mai sus, si construim modelul multimii I" pornind de la
termenii signaturii ¢ care nu contin variabile §i cu interpretarea i specificatd mai
sus. In acest sens, sd presupunem ci am construit extensia maximala consistenti A,
I'c A. Dupa cum cititorul se poate convinge, A contine formula (°(ee) = e).
[Amintiti-va ca (°(ee) = e) reprezintd, in notatia standard, formula ((e°e) = e)]. Sa
vedem ce referent atribuire interpretarea i termenilor °(ee) si e. Conform
interpretarii i, i(c) = M D? - D, OM(tl-, tj) = °(t; t;), unde t,, t; sunt c-termeni care nu

contin variabile, i(>(ee)) = **(ee) = o(ee) si i(e) = e. Dar, din faptul ci (°(ee) = )€ A
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deducem ci orice model al lui A atribuie acelasi referent termenilor °(ee) si e . Insa,
asa cum am aratat mai sus, interpetarea i atribuie termenului °(ee) referentul °(ee) si
termenului e referentul e, iar cei doi referenti sunt sintactic diferiti, ceea ce
inseamna cd formula (°(ee) = e) este falsd in modelul constituit de noi pe baza
ideilor prezentate mai sus.

Solutia acestei probleme nu este complicatd: ceea ce putem face 1n cazurile in
care intr-o multime trebuie sd echivalam elemente diferite este matematic trivial,
mai precis si definim clase de echivalentd peste acea multime. In consecinta,
elementele domeniului modelului pe care 1l vom construi nu vor fi termenii care nu
contin variabile ci clasele de echivalenta ale acestor termeni. Fie TERM’, multimea
o-termenilor care nu contin variabile. Vom defini relatia de echivalentd ~ pe
multimea TERM”, in felul urmdtor: ¢; ~ #; ddaca (#; = ;)€ A. Dar toate la timpul lor.
Sa vedem care este cea de-a doua problema cu constructia modelului pornind de la
o-termenii care nu contin variabile libere.

2) Sa presupunem ca signatura ¢ nu are nici un simbol de constanta
individuala. Daca vi se pare pufin probabil sa se intample asa ceva, ganditi-va ca
signatura teoriei multimilor”™ in axiomatizarea Zermelo-Fraenkel cu axioma
alegerii (prescurtatd ZFC) consta dintr-un singur simbol relational 6zrc = {€ }. Sau,
sd presupunem ca signatura ¢ = {P, ¢} contine un simbol predicational unar P si o
constanta ¢, iar I' = {JxP(x), —~P(c)}. Convingeti-va, ca exercitiu, cd I' are un
model, construind unul. Miza demersului nostru, insa, este s construim un model
M al lui I respectand reteta prezentatd mai sus. In acest sens, observam ca modelul
nostru M = <{c}, > este constituit din domeniul D = {c} si intepretarea i, care
trebuie sd specifice interpretarea simbolurilor ¢ si P din o in domeniul D. In acord
cu cele spuse mai sus, i(c) = ¢. Sa specificim, in continuare, care este interpretarea
simbolului predicational P in D. Pentru cd —P(c)e " si M este un model al lui T,
rezulti ci —P(c) trebuie sa fie adeviratd in modelul M, asadar cg P". Dar c este
singurul element al multimii D, de unde rezulti ca i(P) = P = @. In aceste conditii,
conform modelului M, I" este inconsistentd semantic, in ciuda faptului ca, asa cum
v-ati putut convinge, existd modele ale lui I'. De ce I' este evaluatd ca o multime

inconsistentd de formule In M? Sa ardtim ca responsabilitatea acestei evaluari a

? Tar importanta teoriei multimilor pentru fundamentele matematicii si in filosofia matematicii nu
cred ca poate fi usor subestimata.
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multimii I" este cauzatd de penuria domeniului D. Satisfiabilitatea formulei JxP(x)
implicd existenta unui o-termen t€ D care nu confine variabile, astfel incat, in
varianta s[x:=f], a unei asigndri oarecare s, P(x) sa fie satisfiabila, formal (M,
s[x:=t]) |=P(x). Dar singurul termen al domeniului D este ¢, pentru care stim ca are
loc —P(c), asadar, M nu poate fi un model al multimii I'. Acum putem observa mai
clar care anume este problema constructiei modelului teoriei I' din o-termenii care
nu contin variabile libere. lar raspunsul este simplu: lipsa martorilor pentru formula
existentiald. Stim cd JxP(x) trebuie sa fie satisfiabila, dar totusi nici un termen 7€ ¢
nu este un martor pentru IxP(x). Solutia acestei probleme constd in a extinde
signatura limbajului considerat cu constante noi, pe care sd le putem folosi ca
martori ai formulelor existentiale. In acest sens, primul pas pe care il vom face in

demonstratia lemei existentei unui model va fi sd extindem signatura G.

Definitie 3.28: Fie o o signatura si C = {¢;, i€ N*} o multime de constante noi,
mai precis, pentru orice c;€ C, ¢;& . Stipulam cé o, = ¢ §i definim 6, = oy U C. in

aceste conditii, spunem ca o, este o extensie elementara a lui o.

Acum, principala problema care poate apdrea cu aceastd extensie este legata de
consistenta®® multimii I'. Nu avem garantia ci in signatura o;, multimea I fsi
pastreaza consistenta. Motivul este simplu: In signatura o; avem mai multe
formule, prin urmare avem mai multe deductii, iar una dintre aceste deductii ar

putea fi o contradictie sau in contradictie cu una dintre formulele deja demonstrate.

Lema 3.10:Fie o o signatura, I' o multime consistentd de o-formule si 6, extensia

elementara a lui . In aceste conditii, I" raimane consistenta si in o;.

Demonstratie (schita): Daca I' nu este consistentd in o, atunci existd o deductie
atat a unei formule ¢ cat i a formulei —¢. Cum orice deductie este un sir finit de
formule din o}, rezultd ca existd o multime finitd de constante c;e C care apar in
secventa deductivd. Din asumptia ca I este o mulfime consistentd de o-formule,
rezultd ca nici una dintre constantele c;e C care apar in secventa deductiva nu apare
in I', ceea ce permite aplicarea succesiva a teoremei generalizarii pe constante

pentru a substitui constantele c;e C din secventa deductivd cu variabile din

3 o < R . . .
% Problema nu este triviali, dupd cum atestd discutiile relative la extensiile conservative/neconser-
vative ale unui limbaj.
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signatura ¢, obtinand, 1n acest fel, o derivare din I' a formulelor ¢[x/c] si —~¢[x/c], in
signatura originara o, ceea ce contrazice presupunerea initiala.

Acum, din discutia de mai sus este clar, cred, ca intentia extinderii signaturii cu
o multime de constante noi este de a folosi aceste constante noi ca martori pentru
propozitiile existentiale. Pentru a atinge acest scop, trebuie, insa, s ne asiguram ca
fiecare propozitie cuantificata existential are un martor. Legatura dintre propozitiile
cuantificate existential si martorii corespunzatori este realizatd prin intermediul
axiomelor Henkin. Pasul urmator clarificd procedeul de constructie a axiomelor
Henkin si ne asigura ca fiecare propozitie existentiald este asociatd cu o constanta
noud, care nu a aparut in nici o altd formulid. De fapt, urmaitoarea parte a
demersului nostru constd in a proba céteva rezultate de contabilitate a constantelor
si axiomelor Henkin care ne asigurd cd vom asocia o constantd noud fiecirei
propozitii cuantificate existential.

Din demonstratia de tip Henkin a completitudinii calculului propozitional stim
ca formulele propozitionale formeazid o multime numarabila. Nu este greu de
modificat argumentul din capitolul anterior pentru a produce o enumerare a
formulelor unei signaturi ¢ iar cititorul este chiar incurajat sa géseasca o codificare
similard celei din calculul propozitional (vezi exercitiul 5). Asadar, fard a relua
argumentele desfasurate In primul si cel de-al doilea capitol, fie o signaturd ¢ si o
enumerare a formulelelor acestei signaturi. Din aceastd enumerare selectim doar
propozitiile de tipul Fx¢ (vezi exercitiul 6). Ceea ce vom obtine in acest fel este o
listd a tuturor o-propozitiilor cuantificate existential:

Fxe1, AxP,, ..., Ix@,, ...
Formam multimea axiomelor Henkin, H,, in felul urmator:
Hi: {(Fx@; — @,[c/x])/ Fx@; este o o-propozitie, iar c;€ C}

Sa notam cateva proprietati ce decurg din modul in care utilizim constantele c;
ca martori Henkin, incurajandu-l pe cititor s& demonstreze urmatoarele (vezi
exercitiile 7 si 8):

Fapt 1. Fiecare constanta ¢; folositd ca martor in axiomele Henkin nu a apérut in
nici una dintre formulele signaturii noastre originare ¢, adica ¢; nu apare in @;.
Fapt 2. Dacé o constanta ¢; a fost utilizatd ca martor al propozitiei Jx¢;, atunci, ¢;

nu apare in vreuna dintre formulele Jx@; sau @i cy/x], unde k <.
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Ce se intimpla, 1nsd, cu consistenta unei multimi de formule cireia 1i addugam

axiomele Henkin? Nimic, dupa cum vom demonstra mai jos:

Definitie 3.29: Fie ¢ o signaturd, I' o multime consistentd de o-formule si 6; o

extensie elementard a lui 6. Stipulam c¢a I'y =T si definim I'; = 'y U H;.
Lema 3.11:1"; este consistenta.

Demonstratie: [prin reductio] Sa presupunem ca I'; este inconsistentd. Cum orice
deductie este finita, rezultd cd doar un numar finit de formule din I'y (= T') si de

axiome Henkin H; a fost folosit. Fie n numarul minim al axiomelor Henkin folosite

si sd notam aceastd multime cu H7 . In consecintd, existd o formula v astfel incat:
1.ThyUHY |-\|1 si

2.TyUHT .

Dar,

3.TywWH f‘l |—((E|x(pn — @,[c/x]) — V) [din 1. prin teorema deductiei].
4.ToUH]™ |-((Elx(pn — @,[c/x]) — (—v)) [din 2. prin teorema deductiei].

5. ToUH[™ F ((Bxes — @ulex]) = v) = (3xg, — gulex]) —(y) —
—~(3xe, — ¢,[c/x]))) [axioma propozitionald + THIN].

6.I'yWH {H |— —(Ix¢@, — @u[c/x]). [din 3. 4. 5. printr-o dubla aplicare a lui mp]
7.TouH! |—(ﬁ(E|x(pn — @,[c./x]) — Txo,) [axioma propozitionald + THIN]
8.TyuH! |- (~(Fxe, — @u[c/x]) — (—@.[c/x])) [axioma propozitionald + THIN]
9.ToyUH!™" F3xo, [mp din 6 5i 7]

10. ToUH ™ | (—u[e/x]) [mp din 6 5i 8]

11.TouH! |— (—Vx—,) [din 9, cf. definitiei cuantificatorului 3]

Fie, acum, o variabila y care nu apare in @, si nici In vreuna dintre formulele

din [y UH, adicd o variabild noud’. Reamintim ca, in contextul de fata, faptul I
plus faptul 2 ne asigura ci ¢, nu apare in [y UH ™ nici in @,. Cu aceste precautii,

12.TyUH f_l |— Y y(—@.[c/x][V/c,]) [din 10 si teorema generalizarii pe constante)

3 Incercati sa demonstrati, ca exercitiu, o astfel de variabila exista.
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13 I“OUH{'_1 |- Y y(—o,[y/x]) [din 12 si corolarul 3.3]

14. Y y(-ou[y/x]) | ¥ y(~o.[v/x]) [AS]
15. YV y(—o,[y/x]) |-( Y y(—o,[y/x))—= (e [y/x][x/]) [UL cf. lemei 3.3]
16. Vy(—o,[y/x]) |—(V V(=@ [y/x]) = (—¢,)) [din 15, cf. lemei 3.3]
17. ¥V y(.ly/x]) F (~¢,) [14, 16, mp]
18. ¥V y(—o,[y/x]) |—‘v’x(ﬁ(p,,) [din 17, prin UG]
19. FOUH{H |— YV x(—,) [din 13. si 18. prin CUT]
Dar 11 si 19 sunt contradictorii, prin urmare, I'¢UH {’_1 |—J_. Acum, daca

aplicdm argumentul de mai sus de # ori vom obtine ca I’y |-J_, adica multimea I'
este inconsistentd, ceea ce contrazice asumptia de baza a lemei. Dar putem incheia
demonstratia intr-un mod mai elegant: presupunerea de la care am pornit era ca n
este numarul minim al axiomelor Henkin folosite in derivarea unei contradictii, or
tocmai am demonstrat pornind de la aceastd asumptie cd putem deriva o contra-
dictie dintr-o multime care contine n-/ axiome Henkin. (vezi exercitiul 9)

Acum, pentru a ne asigura ca toate formulele existentiale vor fi asociate cu un
martor Henkin, procedeul de extensie al signaturii trebuie continuat. Sa oferim un
exemplu pentru a intelege de ce acest proces trebuie iterat.

Sa presupunem ca signatura noastra este ¢ = {R, ¢}, unde R este un simbol
predicational binar, ¢ este o constantad iar teoria noastrd I' contine urmatoarea
formula: Vx3y(R(x, y)). Conform cu Ul, T |- Iy(R(c, ¥)). Acum, pentru ca scopul
extinderii signaturii si formarii axiomelor Henkin este de a produce si atasa martori
fiecarei propozitii cuantificate existential, ne asteptam ca propozitiei Iy(R(c, y))
sa-i fie atagat, In extensia oy, un martor, si spunem c;. Asadar, in 6; vom avea
axioma Henkin 3y(R(c, y)) — R(c, ¢;), unde ¢; este martorul propozitiei Iy(R(c,
). in extensia o, insa, putem deduce, conform cu U/, I’ |- 3y(R(cy, y)). Pentru ca
Iy(R(c;, y)) este o propozitie existentiald dorim sd atagdim un martor §i acestei
formule. Dar constantele din C sunt folosite pentru propozitiile existentiale din o,
iar formula noastra 3y(R(c;, y)) este o 6,-propozitie, prin urmare aceastd formula
nu are un martor. Problema, insi, nu e grava: ceea ce trebuie sa facem este sa
continuam procesul de extensie al signaturii i pe cel al axiomelor Henkin pentru a

ne asigura ca propozitiile cuantificate existential din orice signatura au un martor.
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In lumina discutiei de mai sus intelegem ratiunea aplicirii recursive a
procedeelor descrise mai sus, pornind de la o signaturd ¢ = o4 si o teorie I' = Ty,
pentru a construi un sir de signaturi:

GpC 01 & 02C 03 ...
si un sir de teorii corespunzatoare:

I'ncl'icl,cTs ..
Fie 6_= Uci sil, = U]"i )
i=0 i=0

Lema 3.12: T este o multime consistenta de formule.

Demonstratie: Tehnica demonstratiei este similara celei din calculul propozitiilor si
foloseste lemele 3.10 1 3.11.

Acum avem stabilite toate conditiile pentru a construi, pornind de la T, prin
aplicarea lemei lui Lindenbaum, multimea maximal consistentd A, ' C A.
Fie o enumerare a tuturor propozitiilor pe o, (stim ca o astfel de enumerare

este posibila pentru cd o_, este o mulfime numarabilad — vezi exercitiul 10):

D1, P25 «ovs Qi ..
FieI'=T_.
Definim:
I"uie,, },dacaT™ U{g,,,} este consistenta
Fn+1 —

I',dacaI" U{g,,,} este inconsistenta

Notam cu A reuniunea acestor mulfimi, A = U .
i=0

Lema 3.13: A este o multime maximal consistenta.

Demonstratie: similara demonstratiei corespunzatoare din calculul propozitiilor.

Sa notam ca fiind o multime maximal consistentd, A are toate proprietatile
acestui tip de mulfimi, iar cele pe care le vom folosi in demonstratia teoremei de
completitudine au fost specificate si demonstrate in capitolul anterior, de unde le

preluam.
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Acum putem trece la pasul al doilea al demonstratiei existentei unui model,
respectiv si aritim ci multimea maximal consistentd A are un model. In acest
scop, sd definim relatia de echivalentd pe care o mentionam putin mai sus ca
solutie la problemele pe care relatia de identitate le ridica in constructia modelului

din termenii care nu contin variabile.

Definitie 3.30: Fie signatura o_si termenii TERM acestei signaturi. Definim

TERM’ = {te TERM / OV(¢) = @}.

Definitie 3.31: Fie signatura o, t, ;€ TERM’ si ~ o relatie peste multimea
TERM’ astfel incat:
ti~t;ddaca (f; = t))e A.

Notam clasa de echivalenta a unui termen € TERM’ prin [¢], adica
[f]={t’/(t’=1t)e A}.

Lema 3.14:Relatia ~ definitd pe multimea TERM’ este o relatie de echivalenta.

Demonstratie: demonstratia presupune o verificare de rutina a celor trei proprietati
care definesc relatiile de echivalentd, reflexivitatea, simetria, tranzitivitatea $i o

lasam 1n seama cititorului (vezi exercitiul 11).

Constructia modelului
Sa defalcam constructia modelului M prin specificarea fiecarui item care constituie
modelul, adicd domeniul D si interpetarea i a componentelor signaturii o, .
(1) Domeniul D. Domeniul D consta din clasele de echivalenta [¢] definite de relatia
~ peste multimea TERM’. Asadar, dacd in o_ apare, de pilda, termenul f{c,, ¢;) in
D vom avea un element constituit din clasa de echivalenta [f{c; ¢;)]€ D.
(IT) Constantele. Fiecare simbol de constanta ¢ din o va fi interpretat prin propria
sa clasa de echivalenti [c], i(c) = ¢ = [c].
(IIT) Functiile. Fiecare simbol functional n-ar f, ne N, din o_ va fi interpretat
printr-o functie /* definita in urmatorul mod: i(f)= /*: D" — D,

L) (6], s [6]) = [t £ . 1)

Sa detaliem mecanismul interpretativ descris mai sus pentru cazul in care functia
fM este de aritate 1. In acord cu egalitatea de mai sus, /*([¢]) = [f{£)], mai intuitiv,

aplicarea functiei fM clasei de echivalent [¢] se realizeaza in trei pasi:
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1) identificam termenul ¢ a carui clasa de echivalenta este [¢]
2) formam termenul f{¢) — prin aplicarea simbolului functional ftermenului ¢
3) formam clasa de echivalenta [f{¢)] a termenului de la pasul 2).

Acum, cititorul atent la detaliile definitiei functiei /' a putut observa o problema cu
pasul 1): desi am folosit articolul hotarat, existd mai multi termeni t; a caror clasa
de echivalenta este [f]. Pentru a proba ci /¥ este intr-adevir o functie trebuie sa
aratam ca orice doi termeni echivalenti # si t;. trimit la aceeasi clasa de echivalenta
[fit)], adica, si aratim ci din [f] = [¢,] (consecinti a faptului ca ¢ ~ ¢,) decurge
A1) = fM([t;. ]); matematic, trebuie sa aratam ca /* este o functie bine definita.

Lema 3.15:Functia /: D"— D, fM([#], [t], ... [t.]) = [f{t; t> ... t,)] este bine
definita.

Demonstratie: presupune identificarea unei deductii a identitatii:

AVt ty b)) =t ts .. 1)
pornind de la deductiile (1) A | (¢,=1), 2) A} (t,=12), ..., 1) A} (£, = 1,).
1I.A |- Vx,Vy((x;=y) — (fxs, ... X)) =L, -or X)) [I> + UG + THIN]
2.A FVX Yy (61 =2) = (At coor X0) =SB coer X)) = (6= 1) = (AL} oo X)) =
Atty s ) [2, ULLE x, t113]]
3.A Bty =t) = (fity, ooy X0) = L1y s X)) [1, 2, mp]
4.8 F(fity, o xa) = fits, o x2)) [(1), 3, mp]
Repetand de n-/ ori procedeul de mai sus vom obtine

AF(fe, by ) =ftits o 1))
Conform lemei inchiderii deductive rezulta

(e, ty . t,))=ft;ts... 1,))€EA,
adica functia /' este bine definita.
(IV) Predicatele. Fiecare simbol predicativ n-ar P din o_ este interpretat ca o
relatie P pe D, i(P) = P", definita in urmétorul mod:
<[t:), [tz], ..., [t.]>€ PV ddaca P(¢, t, ... t,)€ A.
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Aceastd echivalenta este, cred, cea mai intuitivd dintre toate: Relatia P are loc
intre clasele de echivalentd a termenilor ([¢], [t], ..., [£:]) daca si numai daca
formula atomara corespunzatoare P(¢; t; ... ¢,) se afla In A. Amintiti-va ca scopul
acestei constructii este sa constituie un model al multimii A.

Remarcati ca ingrijorarea cu privire la definirea functiei / se resfrange si asupra
relatiei PV si incurajam cititorul s demonstreze ci relatia P nu este dependenta de
alegerea termenilor ¢, #,, ..., t, care constituie clasele de echivalenta [¢,], [£], ...,
[#,] — vezi exercitiul 12.

Acum, ceea ce trebuie sa aratam este ca structura definitd mai sus 1si face treaba,
mai precis ca structura M = <D, [c],, /*, P>, unde itemii D, [c];, /*, P au fost
precizati mai sus, constituie un model al multimii maximal consistente A. Pentru a

demonstra acest lucru sa remarcam:
Lema 3.16: Pentru orice termen t€ TERM”, /' = [1].

Demonstratie: [prin inductie pe complexitatea termenilor]

In acord cu proprietatea descompunerii unice a termenilor, avem un singur caz de
baza si un singur pas inductiv.

Cazul de baza: r=c.

M

In acest caz, /' = ¢" = [¢] [definitia constantelor ¢]

Ipoteza inductiei este evidenta: orice termen #; cu o complexitate c(¢;) < n respecta:
(IH) ;" =[1].

Pasul inductiv: r =f{¢; ... ¢,), unde c(¢) = n.

M=MaM 1), t™) [definitia valorii unui termen)]

=[], [, s [1]) [(AHD)]
=[At; t5 ... t,)] [definitia lui /]

Lema 3.17: Pentru orice propozitie ¢, o€ A ddaca M |= 0.

Demonstratie: [prin inductie pe complexitatea formulelor]
Cazul de baza: conform proprietatii de descompunere unica a formulelor, avem
doud tipuri de formule atomare ¢ = P(t), ..., t,) si ¢ = (t=t)). In consecinta, vom
trata cazurile separat.

a) o=P(@y,..,t,).
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in acest caz,
P(ty, ..., t,)€ A ddaci <[t/], [t2], ..., [t,]>€ P" [definitia relatiei P" — vezi (IV)]
ddaca M |= ¢ [definitia satisfiabilitatii].
b) ¢ =(=1).
In acest caz o€ A ddaca (¢; = t)e A
ddaca ¢, ~ ¢; [definitia relatiei ~]

ddaca [1,] = [4] [din lema 3.16, t}" = [#;], ¢} =[] plus 1;~ 1; ]

ddaca M f ¢[definitia satisfiabilititii].
Pasul inductiv: Sa formulam, acum, ipoteza inductiva:
(IH) pe A ddaca M |= ¢, pentru orice @, astfel Incat c(p) <n
Conform proprietatii de descompunere unica, singurele forme pe care o formula le
poate avea sunt: @ = (—y); @ = (v — %); ¢ = Vx(y). Sa considerdm cazurile pe
rand:
) ¢=(),sicle)=n
¢€ A ddaca y¢ A [din conditia ca A este o mulfime maximal consistenta]
........ ddaca M # v [(IH)]
ddacd M [ (—y) [definitia satisfiabilitatii formulei (—y)]
ddaca M |= ¢ [identitatea ¢ = (—y)].
d) o=(y—ypsicle)=n
(A) Necesitatea
Daca M |= ¢, atunci fie M # v, fie M |= x, [definifia satisfiabilitatii]
atunci fie ye A, fie xye A [(IH)].
atunci fie (—y)e€ A, fie ye A [A este maximal consistenta]
Sa le consideram pe rand:
(D) Daca (—y)e A, atunci
(1) AR
Dar
2)A |— ((my) —(y — ¥)) [axioma propozitionald]
Prin urmare,
(3) A F (v — ) [din (1) 5i (2), prin mp]
Din (3) rezulta:
(4) (v — y)€ A [A este Inchisa deductiv]
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(IT) Daca xe A, atunci:

() Aby
Dar,

(6) A |— (x = (v — y)) [axioma propozitionala]
Prin urmare
(7) A} (y — ) [din (5) si (6), prin mp]
Din (7) rezulta
(8) (w — y)e A [A este inchisa deductiv].
Din (I) si (II) rezulta c&, daca (—y)e A sau g€ A, atunci (y — y)€ A.
(B) Suficienta
Acum, celilalt sens al echivalentei este usor de demonstrat. Intr-adevar,
dacd pe A, atunci (y — y)e A
atunci fie ye A, fie xe A [lema 2.19 a calculului propozitional ]

atunci fie M ¥ vy, fie M |= ¥ [(IH)]
atunci M f (—y), fie M F  [definitia satisfiabilitatii formulei (—y)].
atunci M |= (v — y) [definitia satisfiabilitatii formulei (y — )]
Din (A) si (B) rezulta echivalenta: pe A ddaca M |= 0]
e) 0= Vx(y)sic(o)=n.
(C) Suficienta
Sa presupunem ca V x(y)e€ A si sd demonstram ca M |=Vx(\|/). In acest sens, trebuie
sd demonstram ca pentru orice asignare s,
(M, 5) EV x(y), adica,
pentru orice [f]€ D, (M, s[x:= [{]]) |=\|/,
unde elementele [f]€ D reprezinta clasele de echivalenta ale termenilor ¢ care nu
contin variabile. Acum, valoarea unui termen ¢ care nu contine variabile, intr-o
asignare s, este s (1) = £ = [f], adicd este chiar clasa de echivalentd a acelui
termen, fapt ce a constituit obiectul lemei 3.16. In consecinti, prin teorema
substitutiei, ceea ce trebuie sa demonstram este echivalent cu:
(M, 5) |= y[#/x], pentru orice ¢ care nu contine variabile.
Pentru ca y[t/x] este o propozitie, putem infera cd pentru orice ¢ care nu contine
variabile,
(M, 5) E w[t/x] ddaca M f y[t/x].
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Asadar, demonstratia asertiunii M |=‘v’x(\|/) se reduce la demonstratia asertiunii

M y[t/x].
Din presupunerea ca
Vx(y)eA,
decurge
(DA |V x(y).
2)A |- (V x(y) — y[t/x]) [UI plus faptul ca 1€ TERM’ asadar e substituibil lui x]
(3) A |yle/x]. (din (1) 5i (2), mp)
(4) y[t/x]e A [inchiderea deductiva]
)M |= y[#/x] [ipoteza inductiva].
(D) Necesitatea
In loc si demonstraim implicatia ‘daci M |=Vx(\|f), atunci Vx(y)e A’ vom

demonstra contrapusa, respectiv, dacd V x(y)¢ A, atunci M k¥ V x(y).

Asadar, sd asumam cd V x(y)¢ A si sa demonstram ca M ¥ V x(v).
Daca Vx(y)¢ A, atunci —V x(y)€ A [A este maximal consistenta]

atunci dx(—y)e A [definitia cuantificatorului existential]

atunci dx((—y) — (—y[c/x])) [axiomad Henkin]

atunci (—y[x/c;])€ A [mp + inchiderea deductivi]

atunci M F (—y[c/x]) [(IH)]

atunci M ¥ V x(y).
In sfarsit, lema existentei unui model este demonstrata.
Acum, sd ne amintim ca acest model M este al multimii A, or noi ne-am propus sa
construim un model al multimii I'. S-ar putea argumenta cad I'Cc A si M |= A, prin
urmare, M |= I', adica orice model al lui A este a fortiori $i un model al lui I,

Corect, dar este un o -model, iar noi ne-am propus sa construim un c-model al

multimii I'. Ajustérile pe care trebuie sa le facem, insd, sunt minore: trebuie sa

restringem structura M la signatura 6: M|c. Restrangerea nu inseamna o modificare
a domeniului D nici a interpretdrii constantelor, simbolurilor functionale si
predicationale. ci doar ignorarea tuturor simbolurilor addugate in trecerea de la ¢ la

o, . Asadar, ceea ce va raimane de demonstrat este urmatoarea lema:
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Lema 3.18: Pentru orice o-formuld o I', M |= ¢ ddaca Mlo |= 0.

Lasam demonstratia acestei leme 1n sarcina cititorului — vezi exercitiul 13..
Aceastd lemd plus argumentul oferit la inceputul aceste sectiuni finalizeaza
demonstratia teoremei de completitudine.

In finalul acestui capitol vom arita cum principalele teoreme de caracterizare
ale logicii de ordinul I pot fi obtinute din teorema de completitudine urmand ca in

capitolul urmator sa detaliem si analizam semnificatia acestor rezultate.

Teorema 3.10: Teorema Lowenheim-Skolem: Fie I' o multime consistenta de
propozitii ale logicii de ordinul I. Daca aceastd multime are modele infinite, de

cardinalitate &, atunci are un model numarabil.

Teorema, dupd cum se poate observa, este un corolar al teoremei existentei unui
model. In constructia modelului am folosit doar elementele sintaxei limbajului
logicii de ordinul I pe care l-am considerat ca fiind numarabil, mai precis am

construit modelul prornind de la clasele de echivalentd modulo relatia de identitate

(=) ale termenilor £(c) care nu contin variabile. Aceasta observatie este suficienta

pentru a asigura demonstratia teoremei Léwenheim-Skolem.

Teorema 3.11: Teorema de compactitate: O multime " de propozitii ale logicii de
ordinul I are un model daca si numai daca fiecare submultime finitd I;C I are un

model.

Acestd teorema poate fi demonstrata usor, pornind de la teorema de completitudine
si urmand logica demonstratiei teoremei de compactitate din calculul propozitiilor,

asa Incat o lasam pe seama lectorului acestei lucrari — exercitiul 14.

Exercitii
1. Demonstrati lema 3.3 folosindu-va de rezultatul obtinut in lema 3.4.
2. Demonstrati corolarul 3.3.
3. Demonstrati ca sistemul axiomatic prezentat este caracterizat de
proprietatile AS, THIN si CUT.

4. Demonstrati teorema deductiei.



Logica de ordinul I 141

S.

Fie o o signatura si £(c) limbajul logicii de ordinul I cu signatura o.

Oferiti o procedura efectiva de enumerare a formulelor limbajului £(c).

. In conditiile exercitiului 5. Oferiti o procedura efectiva de enumerare a

propozitiilor cuantificate existential ale limbajului £(o).

7. Demonstrati faptul 1

8. Demonstrati faptul 2.

10.
11.

12.
13.
14.

. Oferiti o demonstratie directa a lemei 3.1, adica aratati ca daca 'y H |-

v, atunci Iy |-\|1

Oferiti o procedura efectiva de enumerare a tuturor propozitiilor p€ o, .
Demonstrati ca relatia ~ definitd pe multimea TERM’ este o relatie de
echivalenta.

Demonstrati ca relatia PV este bine definita.

Demonstrati lema 3.18.

Demonstrati teorema de compactitate.






4 Notiuni elementare de teoria modelelor

In acestd sectiune ne propunem si definim, exemplificim si demonstrim cateva
rezultate elementare din cadrul teoriei modelelor: izomorfism a doua structuri,
echivalenta elementara, categoricitate, substrucurd.

In acest scop, sa definim primele doud concepte de bazi: cel de izomorfism a
doud modele (structuri) si cel de echivalentd elementard a doud modele. In toate

aceste definitii presupunem ca signatura ¢ este fixata.

Definitie 4.1:  (izomorfism): Spunem despre doud modele sau structuri M; = (D,
i;) st M, = (D,, i,) ale unei signaturi ¢ ca sunt izomorfe (simbolic, M; = M,) ddaca
existd o functie F: D; — D, astfel incat:
1) F este bijectiva
ii) pentru orice ce C, F(c"")=c">.
iii) pentru orice simbol predicativ Pe€ Pr, si orice n-tuplu <d,, ..., d,> de
elemente din D}, <d,, ..., d,>€ P""" ddaci <F(d)), ..., F(d,)>€ P"" .
iv) pentru orice simbol functional fe F, si orice n-tuplu <d,, ..., d,> de
elemente din D}, F(f" <d,, ..., d,>) =" <F(d)), ..., F(d,)>.
Dupa cum se poate verifica usor, aplicatiile identice iy;: D;—D;, iz D;—D,, sunt
exemple de izomorfism.
Fie s; o asignare oarecare in modelul M,. in acord cu definitia de mai sus,
putem defini o asignare s, corespunzitoare lui s, astfel:
Sy Fos.
Dacé renuntam la conditia i), atunci spunem ca F defineste un homomorfism iar

pentru a distinge aceastd functie de functia F, o notam cu 4.

Definitie 4.2: Doud modele M; si M, sunt elementar echivalente (simbolic
M ,;=M,) ddaca pentru orice 6-propozitie ¢ are loc:
M, |= ¢ ddaca M, |= 0.
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Teorema 4.1: Teorema de izomorfism: Daca M, = M,, atunci M;=M,.
Demonstratie: vom demonstra, in continuare, o aserfiune mai puternica: pentru
orice o-formula ¢ si orice asignare s; existd o asignare s: £ ° s, astfel Incat:

My, s)) |= ¢ ddaca (M, s2) |=(p.

In acest scop, este mai profitabil sa impartim demonstratia in doud cazuri:
a) Pentru orice termen ¢, F( s, (£)) = s, (), unde, reamintim, s, = F ° s,.

b) Pentru orice o-formula ¢ si orice asignare s,
(M1, s1) |= ¢ ddaca (M-, s2) |= ¢.
Demonstratie a) [prin inductie pe complexitatea termenilor]:
Conform proprietatii de descompunere unica, orice termen ¢ are una dintre formele:
t=c,t=x;,t=£1 .. t,) dintre care primele doud sunt cazurile de baza. Sa le tratim
pe rand.
Cazul de baza:

i) Daca t=c, atunci F(s, (£)) = F(s,(c)) = F(c"") =™ = F(5s, (¥)).
ii) Dacd ¢ = x;, atunci F(s, (1)) = F(s:(x;)) = (F ° s;)(x))= s2(x;) = F( s, (?)).
Paul inductiv:
iii) Daca t =f{t; ... t,), atunci:
(IH) F(s, (1)) = s, (), pentru orice € {t; ... t,} (ipoteza inductiei).
F(s, (0)=F(s, (Rt .. 1))
= F(™ ((s, (t1)), ... (s, (t,))) [conform evaludrii in extensia s, |

=" (F(s, (1)), ..., F's, (t,)) [conform asumptiei cd F este un izomorfism]

S (s, 4, s s, (£)) [din (TH)]
=5, ().

Demonstratie b) [prin inductie pe complexitatea formulei]:

Conform proprietatii de descompunere unicd, orice formuld ¢ are una dintre
formele: ¢ = P(t;, ..., t,), @ = (t; = 1), ¢ = ("y); ¢ = (y — %); ® = V x(y), dintre care
primele doud sunt cazurile de baza. Sa le tratam pe rand:
Cazul de baza:

iv) o =P(t;, ..., t)
(M, s;7) |=P(t1, v 1) ddacd <s, (1)), ..., s, (t,)>€ PM [ def. satisf.]
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ddaca<(F(s, (t)),....F's, (tz))>€ P2 [F este un izomorfism]

ddaci <s, (1)), ..., s, (t,)>€ P> [conform cu a)]
ddaci (M, s2) E P(t), ..., t,).
V) ¢=(=1).
(M, 1) b (1= 1) ddacd 5, (1) = 5, (1)
ddaca F(s, (1)) = F(s, ())[F este injectiva]
ddacd s, (1) = s, (t;) [conform cu a)]
ddaca (M., s2) F (t:= 1)
Pasul inductiv:
Ipoteza inductiei (IH): presupunem cé teorema are loc pentru toate formulele de
complexitate mai mica decat n.

vi) @ = (7y), c(@) = n. Prin urmare, ipoteza inductiei se aplica formulei y:

(IH) (M}, s7) F (—y) ddaca (M>, 52) F .
Nu este greu de vizut ci (IH) este echivalenta' cu:

(IH*) (M}, s))# v ddaca (M,, s;)# .

(M, s;) E (—y) ddaci (M, s,)i y [def. satisf.]
ddaca (M, so)# vy [IH’]
vii) ¢ = (y — %), ¢(9) = n. Prin urmare, ipoteza inductiei se aplica formulelor
v sty
(IH) (M, s;)¥ y ddaca (M, s7)¥ v si
(M, s;) Ey ddaca (M., s5) F

Acum, (M}, s7) E (y — ) ddaci fie (M,, s,)¥, fie (M), 52) [y [def. satisf.].

Dar (M, s/)#y ddaca (M., s2)# v [TH] si (M, s;) Fy ddaca (M., s2) F [TH]
viil) ¢ = Vx(y)
¢ = V x(V), c(¢) = n. Prin urmare, ipoteza inductiei se aplica formulei y.
(M, s7) |= V x(y) ddaca pentru orice d,€ D;, (M;, s;[x: = d|]) |=\|1 [def. satisf.]
ddaca pentru orice d,;€ D;, (M>, (F ° s;[x: = d/])) |= vy [ipoteza
inductiei plus s, = F ¢ 5;.]

! Vezi nota 12.
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ddaca pentru orice d;€ D;, (M., s:[x: = F(d))]) |=\|/
[pentru ca F o s;[x: =d;] = sJ]x: = F(d))]]

ddaca pentru orice d,€ D,, unde d, = F(d;), (M., s:[x: = d5])) |= ]
[F este o functie bijectiva]

ddaci (M., 55) F ¥ x(y).
Cu acest ultim caz teorema este demonstrata.

Avand definitia a ceea ce Inseamna cd douda modele sau structuri sunt

elementar echivalente putem defini ce anume inseamna completitudinea semantica
in termeni mai precisi si putem stabili legatura dintre completitudinea semantica si

categoricitate.

Definitie 4.3: (completitudine semantica) O teorie este semantic completa ddaca

toate modelele teoriei sunt elementar echivalente.
Sa vedem acum ce anume Tnseamna ca o teorie este categorica.

Definitie 4.4:  (categoricitate) O teorie este categoricd” ddaci orice modele ale

teoriel sunt izomorfe.

Un moment de atentie asupra definitiei ne permite sd observim ca lipsa
completitudinii semantice implicd lipsa categoricitatii §i prin contrapozitie, ca
teoriile categorice sunt semantic complete, ceea ce subliniam §i putin mai sus.

In continuare vom cateva exemple de teorii categorice si vom demonstra
categoricitatea acestora. Vom Incepe prin a demonstra categoricitatea sistemelor
Peano. O mentiune trebuie facute Tnainte de a oferi aceastd demonstratie: definirea
sistemelor Peano, asa cum o oferim mai jos, depaseste cadrul expresiv al logicii de

ordinul I (ceea ce ne ofera posibilitatea de a demonstra categoricitatea acesteia).

Definitie 4.5: Un sistem Peano este un triplet <X, Oy, Sy>, format dintr-o multime
X, un element distinctiv Oy si o functie Sy: X — X, care satisface urmatoarele
cerinte:

1) Oy # Sx(x), pentru orice xe X

i1) Sy este o functie injectiva

ii1) pentru orice 4 C X, dacd Oy € 4 si Sx(x)€ A4 oricand x€ 4, atunci 4 = X.

2 Folosirea termenului categoricitate cu sensul dat in definitia 4.4 apare pentru prima oard la Oswald
Veblen, in Oswald Veblen [1904], ‘A system of axioms f or geometry’, Trans. Amer. Math. Soc., 5,
p. 346.
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Modelul intentional descris de un astfel de sistem este sirul numerelor naturale.
Sa consideram, asadar, tripletul <o, 0, $> 1n care ® este mulfimea numerelor
naturale, iar S: ® — ® este functia succesor, S(x) = x + 1, pentru orice xe . Cu
aceste precizari se poate observa ca <®, 0, $> este un sistem Peano: 0 nu este
succesorul nici unui numar natural, functia S(x) = x + leste injectiva (exercitiu) iar
® permite aplicarea principiului inductiei. De fapt, cele trei conditii de mai sus au
rolul de a caracteriza sirul numerelor naturale: conditia (i) il situeaza pe Oy in
pozitia de prim element al sirului si, in acest fel, interzice ciclarea sirului la acest
element, conditia (ii) interzice ciclarea sirului la orice elemente diferite de O iar
conditia (iii) reprezintd principiul inductiei, care garanteazd ci mulfimea ® a
numerelor naturale este cea mai mica multime care il contine pe 0 si este Inchisa
fatd de functia succesor. Problema categoricitatii este reprezentatd de intrebarea
‘Determina sistemele Peano pana la izomorfism structura pe care intentioneaza sa o
descrie?’ Raspunsul este 'da’ iar el constituie obiectul teoremei lui Dedekind de mai
jos. Pentru a putea demonstra teorema izomorfismului vom prezenta, fard a
demonstra, cateva rezultate preliminare si vom defini ce anume este un izomorfism

a doua sisteme Peano, P; si P,.

Definitie 4.6: (lzomorfismul sistemelor Peano) Fie doua sisteme Peano P; = <X,
Oy, Sy> si P,= <Y, Oy, Sy>,. Spunem ca cele doua sisteme sunt izomorfe, P;=P,,
daca si numai daca existd o functie f: X — Y care satisface urmatoarele cerinte:

1) feste bijectiva

i) f(0x) = Oysi

iii) f{Sx(x)) = Sy (f{x)), pentru orice xe X.

Teorema 4.2: Intre oricare doud sisteme Peano P; = <X, Oy, Sy> si P,= <Y, Oy,
Sy> existd o unica functie f; X — Y astfel incat

1) f0x) =0y, si

2) f(Sx(x)) =Sy (f(x)), pentru orice xe X.
Dupa cum se poate observa, conditiile ii) si iii) ale definitiei izomorfismului
coincid cu proprietdtile 1 si 2 ale functiei f, ceea ce ne sugereaza o modalitate de

demonstrare a izomorfismului a doua sisteme Peano: via teorema recursivitatii.

Lema 4.1: In orice sistem Peano P; = <X, Oy, Sy>, pentru orice Oy # Sy(x) exista

un x"'e X astfel incat Sy(x"") = x.
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Teorema 4.3: (Dedekind) Fie doua sisteme Peano P; = <X, Oy, Sy> si P,= <Y, Oy,
Sy>. In aceste conditii, P, = P>,
Demonstratie
Conform teoremei recursivitatii, intre cele doud sisteme Peano existd o unici
functie f: X — Y care respecta conditiile ii) si iii) ale definitiei izomorfismului. Prin
urmare, tot ceea ce mai raimane de demonstrat este conditia u), respectiv ca f este o
functie bijectivd. Cum bijectiv = surjectiv + injectiv, vom imparti demonstratia in
doud parti: In prima parte stabilim surjectivitatea functiei f iar in a doua stabilim
injectivitatea acesteia.
feste surjectiva
Sa consideram submulfimea f{X)C Y imaginilor (sub functia f, evident) tuturor
elementelor xe X si s& demonstram prin inductie cd fX) = Y. Sa notdm ca
fIX)= {ylexista xe X, astfel incat y = f(x)}.
(1) Oy € fIX) pentru ca f{0x) = Oy (proprietatea 1 a funcfiei f).
(2) Fie un element aribtrar ye f{X). Conform definitiei lui f{.X) existd un xe X astfel
incat y = f{x). Fie, acum, succesorul acestui x, Sy(x). Conform proprietatii 2. a
functiei f,
Ji8x(x)) = Sx(f(x)) = Sx(y).
Dar f(Sx(x))e f(X), asadar Sy (y)e fiX). Prin urmare, din presupunerea cd ye f(X)
rezultd ca Sy (»)efX). Din (1) si (2) rezultd ca flX) satisface conditia (iii) a
sistemelor Peano, asadar f{X) =Y.
feste injectiva
Pentru a demonstra injectivitatea functiei f vom aplica aceeasi strategie ca in
demonstratia surjectivitatii, respectiv vom demonstra cd multimea elementelor
(diferite) din X care au imagini diferite n Y este intreaga multime X, ceea ce revine
la a spune ca f'este injectiva. Fie, asadar, mul{imea
A = {xe X/pentru orice x'e X, daca x #x', atunci f{x) # f(x")}.
(1) In primul pas urmarim si demonstram ci Oxe 4, mai precis, ci pentru orice x
€ X, din x#0y, rezulta f{0x) # f{x). Conform proprietatii 1 a functiei f; f{0x) = Oy.
Fie acum un element oarecare xe X, x# 0y. Conform lemei 1.45, exista un x"e X
astfel incat x = S(x"). Asadar,
fx) =f(Sx(x")) = S(f(x")) [din proprietatea 2 a functiei f].
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Dar P, este un sistem Peano, la randul lui, de unde rezulta ca 0y # Sy(y), pentru
orice ye Y, in particular, 0y # SW{f(x""). Asadar, pentru orice xe X, din x# Oy,
rezulta
Jx) = fSx(x") = Sfix")) # Oy =f(0x).

Cu aceasta am stabilit cd Oy € 4.
(2) In continuare urmérim s demonstram ci din presupunerea ci xe 4 decurge ci
Sx(x)e A de asemenea. Conform definitiei multimii 4, Sx(x)e A daca si numai daca,
pentru orice x'e X, dacd x'# Sx(x), atunci fix") # fSx(x)). S& presupunem, asadar,
ca xe A4 si sa consideram un x'e A4 astfel incat x'# Sy(x). Sunt posibile doua situatii:
a) x'=0ysau
b)x" # Oy
Daca x' = Oy, atunci, prin intermediul argumentului de mai sus, deducem ca

S # ASH)).
Daca x" # Oy, atunci, conform lemei 1.45 existda x"'e X astfel incat x' = Sx(x"). Dar
x"a fost ales astfel incat x" # Sx(x), adica

x'=8Sx(x") # Sx(x),
Pentru ca Sy este o functie injectiva rezulta ca x"" # x. Dar, din presupunerea ca
xe A, stim ca daca x"'#x, atunci flx) # f(x""). Asadar, din ipoteza ca xe A, obtinem
ca filx'") # f{x). Conform proprietatii 2 a functiei f,
Ax") = AASHx")) = SA(Ax")) si
S8x(x)) = Sr(f(x)).
Mai sus, insa, am stabilit cd din presupunerea cd xe 4 obtinem f{x'") # f(x), iar Sy
este, la randul ei, o functie injectiva, de unde rezulta ca daca xe A4, atunci
Sy (fix") # Sy (fix)).
Insa
Sy (fix")) = ASx(x")) = fix) si
Sy (fix)) = ASx(x)),

de unde rezulta ca f{x") # fASx(x)).
Cu aceasta am stabilit ca din presupunerea ca xe 4 decurge ca Sx(x)e 4.
Din (1) si (2) rezultd ca 4 = X, ceea ce, dupad cum subliniam §i mai sus, este
echivalent cu demonstrarea injectivitatii functiei f

Prin urmare am stabilit ca f/: X — Y este bijectiva si, cu aceasta, cd P; = P,.
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Urmitorul exemplu este din geometrie. Fie urmatoarele axiome’:

A, Prin oricare doud puncte distincte A si B trece o linie | si doar una care le
contine.

A, Fiecare linie [ contine cel putin doud puncte distincte.

A; Exista trei puncte necolineare.

Intelegem prin colinear faptul ci sunt situate pe aceeasi linie, si spunem ci
douad linii sunt paralele daca nu au nici un punct comun. Sa observam faptul ca
daca doua linii nu sunt paralele, atunci ele au exact un punct comun (pentru ca mai
mult de un punct comun ar incalca A;.)

Orice model care confine o multime de puncte si o mulfime de linii care
satisfac aceste axiome constituie o geometrie de incidenta. De pilda structura
M; = <D3 ={A,B,C}, R={(A,B);(B,C); (A,C)}) a carui diagrama este prezentata
mai jos reprezintd un model al acestei geometrii de incidenta.

M A

figura 2

B C

Axiomele A; — A; nu isi determina modelul pana la izomorfism. Modelul M5 (a
carui structurd nu o mai detaliem, fiind, cred, evidentd) reprezentat diagramatic in
figura 3, de mai jos, satisface cele trei axiome de incidenta, dar nu este, evident,

izomorf cu modelul de mai sus.

figura 3 M

® Cititorul avizat a recunoscut in aceste axiome, axiomele de incidentd din sistemul geometric al lui
David Hilbert — vezi David Hilbert [1980], The Foundations of Geometry, Editia a doua, Chicago:
Open Court publicata original sub denumirea de Grundlagen der Geometrie in 1899.
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Modelul M5 nu este izomorf cu M; pentru ca cele doud modele nu au aceeasi
cardinalitate, 35= 5 iar D_3= 3. O intrebare legitima este daca modelele obtinute

prin restrangerea domeniul modelului la un anumit numar de elemente, sau puncte,
in cazul nostru, sunt izomorfe intre ele sau nu. in general, daca modelele de aceeasi
cardinalitate sunt izomorfe, atunci categoricitatea modelelor se stabileste prin
addugarea unei axiome suplimentare cu rolul de a fixa cardinalitatea modelului. Cu
toate acestea, stipulatiile care fixeaza cardinalitatea modelului nu sunt suficiente
pentru a stabili categoricitatea modelului, iar un exemplu in acest sens, discutat
intens Incepand cu anii 30 ai secolului trecut, este reprezentat de aritemtica Peano,
asa cum este aceasta formalizatd in logica de ordinul I. Dar, in anumite cazuri,
apelul la cardinalitatea modelului poate determina categoricitatea modelului.

Putem oferi un exemplu in acest sens: dacd addugam cerinta ca modelul
axiomlelor de incidenta sa contina doar trei puncte, atunci se poate demonstra usor
ca axiomele A;. — A;. determind acest model pana la izomorfism. Orice model care
contine doar trei puncte este izomorf cu modelul reprezentat in diagrama de mai sus.
Demonstratia este elementara si o vom schita, doar, in continuare: fie M’ = {1, 2, 3}
cele trei puncte ale modelului. Din A; rezulta ca aceste puncte sunt necolineare, adica
nu exista o singura dreapta care sa le contind. Din A;. rezulta ca fiecare submultime
de doud puncte trebuie sa fie confinuta intr-o linie, adica {1, 2}, {1, 3}, {2, 3} sunt
continute in trei linii distincte. Conform cu A, aceste trei linii distincte sunt toate
liniile acestui model, adica M’ = <M': {1,2,3}, R={{1,2};{1,3}; {2,3}}>. Asadar,
structura M’ este izomorfa cu structura M.

Oferim, in continuare, un alt exemplu de structura categorica.

Se numeste grup orice structurd <G, 09, %> care respectd axiomele A, A,, A; de
mai jos:

Ay: VxVyVz(xoy)oz=xo(yoz).

Ay:deVx (xoe =x).

Az Vxdy(xoy =e).

G G

in care G este o mulfime, e~ este un element al multimii G, o~ este o operatie
binara asociativa pe mulfimea G iar variabilele x, y, z iau valori in aceastd multime.

Pentru simplificarea notatiei vom recurge 1n continuare, la urmatoarele prescurtari:

°0% 1l prescurtim prin o iar e il prescurtim prin e (prescurtirile neintroducénd
ambiguitati).
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Informal, axioma A; ne spune cid operatia o este asociativa, axioma A, ca in
multimea G existd un element neutru e iar axioma Aj; ca orice element al multimii

G are un simetric in aceastd multime.

Daca operatia o este comutativa, atunci grupurile se numesc abeliene, iar
comutativitatea operatiei o se specifica addugand o axioma la suplimentara cele trei
axiome ale grupurilor:

Ay VxVy (xoy=yox).
Orice triplet care respecta aceste axiome poseda o structura de grup. De pilda,

structura Z = <Z, +, 0> este un grup, unde ‘7’ este multimea numerelor intregi, ‘+’
este operatia de adunare iar ‘0’ este numarul 0; de asemenea, este un grup, structura
T = (Z3,®, [0]) cu semnificatiilor lor obisnuite din aritmetica modulo 3, in care

tabla operatiei aditive @ este definita astfel:

® | [0] [1] [2]
[0] [0] (1] 2]
[1] [1] [2] [0]
[2] [2] [0] (1]

Dupa cum se poate observa, cele doud modele nu sunt izomorfe; cardinalitatea

domeniului Z este X, pe cand cardinalitatea domeniului Z;, este 3. Daca, insa,
adaugdm axioma:

Gs: Ixdydz (k=) A ((xF2)A CEY)A YV H(E=x)V (t=x)V (t=2))))

la grupul celor patru axiome care definesc structura de grup abelian, atunci nu este
greu de demonstrat ca orice doud modele ale teoriei Tgs = {A1, Ay, Az, Ay, G3} sunt
izomorfe, cu alte cuvinte ca Tg; este o teorie categorica.

Fie M’ = <D, x, a> o structura a teoriei Tg; cu domeniul D = {a, b, c}, operatia
*si elementul neutru a. In acest caz, conform cu A, si A4 trebuie sd avem:
(Da*xa=a

2Q)b*xa=a*b=>b

(B)cxa=axc=c
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Corespunzator, tabla operatiei * trebuie sa confina:

% a b c
a a b c
b

c c

Sa stabilim rezultatul operatiei * pentru b* b, bxc, c*c (cx b a fost omis pentru ca
b*c = c*b—in virtutea comutativitatii operatiei x)

Sa presupunem ca

4)bxb=b.

in acest caz,

(5) b*c = a (conform cu Aj, b trebuie sa aiba un invers iar a si b evident nu pot fi)

In acest caz insa, A, nu mai este respectati:
bx(bxc)=b*a [din (5)]
= b [din (2)]
(bxb)*c=bx*c [din (4)]
=a [din (5)]
Prin urmare b*xb # b
Sa presupunem ca
(6) bxb=a.
in acest caz, daca:
(N cxb=b*c=a
vom avea:
c=cxa[din (3)]
=c*(bxb) [din (6)]
=(cxb)*b [din (A))]
=axb [din (7)]
= b [din (2)]
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adica ¢ = b, ceea ce reprezintd evident o contradictie cu asumptia G; conform
careia ¢ # b, prin urmare: cxb = bxc # a.
Asadar, daca bxb = a, atunci cxb # a. Prin urmare, daca b*b = a, atunci cxb =
b*xc=bsaucxb = bxc = c¢. Sa analizam cele doua cazuri
Daca:
(8) cxb = b*c=b, atunci
c=cxa[din (3)]

=c*x(b*xb) [din (6)]

= (cxb)xb [din (Ay)]

= b*c [din (8)]
= b [din (8)],
ceea ce, evident intrd 1n contradictie cu cu asumptia G; conform careia ¢ # b.
Asadar, ne mai ramane de analizat o singura situatie, cea in care bxb =a sicxb =
b*c = c. Cain celalte cazuri de mai sus, sd presupunem ca
9)cxb =bxc=c.
In aceste conditii,

(10) cxc = a [pentru ca respectarea axiomei A; impune existenfa unui simetric

pentru elementul ¢, iar a si b nu se califica pentru acest rol (a este elementul neutru,

iar cxb = b*c = ¢ conform cu (9)].

Dar atunci:

b=bx*a [din (3)]
= b*(cxc) [din (10)]
= (cxb)xb [din (A3)]

=cx b [din (9)]
=c [din (9)],

ceea ce, evident intrd 1n contradictie cu cu asumptia G; conform céreia ¢ # b.
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Concluzia rationamentului de pana acum este ca daca bxb = b sau bx b = g, atunci

nu putem completa intr-un mod consistent cu axiomele teoriei grupurilor abeliene
de cardinalitate 3 celelalte casute din tabla Caley a operatiei *. Asadar, singura

optiune rdmasa este sa consideram ca bxb =c¢

Concluzia rationamentului de mai sus ne determind s completam tabla Caley a

operatiei * cu b*b = c. In acest fel, obtinem:

* a b c
a a b c
b b c

c c

Din aceasta tabla partiala a operatiei * se observa ca singurul rezultat al operatiei

b*c si, evident, cx b trebuie si fie a pentru ca Az impune existenta unui simetric al

elementului b, asadar:
(11) b*c =c*b = a.
In aceste conditii, c ¢ =b, propozitie a cirei demonstratie calchiazi demonstratiile
oferite mai sus si o 1asdm in seama lectorului.

Dupa cum se poate observa, tabla Caley a operatiei x corespunde tablei Caley
a operatiei @ ceea ce ne indicd izomorfismul celor doua modele:

abc
iZD—’Z3,i: .
123

Asadar, Tg; este o teorie categorica.
Definitie 4.7:  (substructura): fie o o signaturd si M; = (D, i) si M, = (D3, i)
doud modele sau structuri ale acestei signaturi. Spunem ca M, este o substructura al
lui M>, M;SM,, daca

i) D,CD,

ii) pentru orice simbol ¢ de constanti din signatura ¢, ¢ = ¢

iil) pentru orice simbol predicational P de aritate n (n = 0) din signatura o,

P! este retracta relatiei P*>1a D}, P = P*2 1D/
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iv) pentru orice simbol functional f de aritate n (n > 0) din signatura o, /™"
este retracta functiei /2 laD], f™= f" D7,
De asemenea, spunem ca M; este o substructura proprie al lui M, daca D, C D, si
D;#D,.

Se poate demonstra ca aceastd definitie este echivalenta cu condifia ca aplicatia
identica i: D; — D, (de fapt, functia de de incluziune) sa respecte clauze (ii), (iii),
(iv) din definitia izomorfismului a doud structuri sau modele.

Fie signatura o = {0, <} si urmatoarea o-structura M; = (N, O,<> unde ‘0’ si
‘<’ au interpretdrile lor obignuite. Din moment ce signatura nu contine nici un
simbol functional, orice submultime a Iui N care il include pe 0 poate constitui o
substructura a lui M;. Fie, de pilda, M, = <{O,1}, 0,< > Dupa cum se poate observa

din confruntarea cu definitia substructurii, M, reprezinta o substructura a lui M;.
Evident, cu cat signatura limbajului este mai bogata in simboluri functionale, cu
atat este mai diminuat numarul substructurilor care se pot forma cu structura
respectiva. De pilda o signaturd o = {0, S, +, X, <} s§i o o-structurd M; =

<N ,0,S,+,%, < > , In care simbolurile au semnificatia lor obisnuita, iar S este

functia succesor, nu are nici o substructurd proprie. De ce? Sa incercam sa
construim o substructura M, a lui M;. Conform definitiei substructurii, clauza (ii),
domeniul D, al lui M, trebuie sa contina elementul denotat de ‘0’. Conform clauzei
(iv), domeniul D, al structurii M, este inchis sub functia succesor S. In aceste
conditii, orice numar natural trebuie sa se afle in domeniul D,, asadar, M; nu are
substructuri proprii.

Un moment de reflectiec ne aratd cd multimea propozitiilor adevarate intr-o
structura nu coincide cu cea a multimii propozitiilor adevarate intr-o substructura a

structurii in cauza. Mai precis, fie Th(M;) — teoria lui M; — multimea propozitiilor

adevarate in structura M; si M, o substructura proprie a lui M;, simbolic M, C M;.

Atunci:
M; E Th(M,) dar MoTh(M,).

De pilda, in cazul exemplului nostru de mai sus cu structurile M; si M,, formula

Vxdy(x <y) este adevarata in M; si falsa in M.
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Un alt exemplu care ne va ajuta sa subliniem o distinctie conceptuala
relevanta putin mai departe provine din teoria grafurilor. Fie urmatoarele grafuri G,
si G,, unde signatura ¢ este formata din patru constante individuale si un singur

simbol relational, R caruia 1i corespunde in grafuri muchia ce uneste doud puncte

oarecare:
figura 4
a b a b
Q O O O
e e

@ O O O

d G] C d G2 c

Dupa cum se poate observa, domeniile celor doud grafuri sunt identice iar G, se
obtine din G; prin anularea relatiilor dintre anumite elemente. Cu toate acestea, G,
nu este o substructura a lui G,, pentru ca nu este respectata clauza (iii) din definitia
substructurii.

inG, = <DG1 R > , printr-un abuz de limbaj spunem ca

D= {a,b,c, d, e} si

R9={(a,d); (a,e); (a,b); (b,e); (b.c); (c.e); (c.d); (d,e) }

farin G, = <DGz , RG2> , avem acelasi domeniu, D% = D%, dar
R®={(a,d); (a.b); (b.e); (b.c); (c.d)}.

In acest caz, (a,e) € R% | D dar (a,e) & R®, asadar R® + R | D% |

In figura urmatoare, in schimb,
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figura 5

Q O O O

O O O O

d G c d G’ c

se poate vedea ci G este o substructurd a grafului G. In, G = <DG, RG> , avem
D= {a, b, c, d, e} sirelatia

RY= {<a,d>; <a,e>; <a,b>; <b,e>; <b,c>; <c,e>; <c,d>; <d,e>}

iarin G’ = <DGV , RC > , avem domeniul,

DY ={a, b, ¢, d} iar relatia
R= {<a,d>; <a,b>; <b,c>; <c,d>},
asadar R°=R“1 DY,
In figura 4, G, este un subgraf’ al lui G,, pe cand in figura 5, G’ este graf indus
al lui G. In concluzie, ceea ce este o substructurd in semantica model teoretic

reprezintd, in teoria grafurilor, un graf indus. Cu aceste precizari sa facem un pas

mai departe si sa introducem definitia substructurilor echivalente.

Definitie 4.8: Fie M, si M, doua structuri astfel incat M;SM,. Spunem cd M, este

o substructura elementara a lui M,, in simboluri M;<M, ddaca:

(M}, 5) F ¢ ddaca (M, 5) F o
pentru orice functie de asignare s.

4 Pentru definitia notiunilor de graf'si graf indus a se vedea — Reinhard Diestel [2005], Graph Theory,
Heildelberg, New York: Springer, pp. 4-5.
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Acum, cititorul atent a putut sd observe distinctia dintre substructura unei structuri
oarecare $i substructura elementara a respectivei structuri.

Sa ilustram aceasta distinctie cu ajutorul primului exemplu:
Am vazut ca in signatura o = {0, <} cu o-structura M, =<N, 0,< >, unde ‘0’ si ‘<’
au interpretarile lor obisnuite, existd numeroase substructuri ale Iui M;, cum este,
de pilda, M, = <{0,1}, 0,< >, dar nici una dintre aceste substructuri nu este
elementar echivalentd cu M;. Daca ar fi elementar echivalenta, atunci formula:
0=Ix(0<x A Vy(0<y)—(x <y))
ar trebui sa fie adevaratd in oricare din aceste substructuri, pentru ca M; |= 0. Sa
presupunem ca M; este o substructura elementara a lui M;, adica M;<M;. Atunci,
Miko,
ceea ce inseamnd, conform definifiei satisfiabilitdfii, ci existd un d,€D"i astfel
incat:
() (Mi, s[x=d/) F (0 <x A VY0 <y)=(x <))
Dar
(2) Mi< M;:
Din (1) si (2) rezulta ca:
My, slx=di) E (0<x A V30 <y)—( < ).

In M, existi un unic element care satisface aceasta formuld, respectiv . Prin
urmare, d,€D"i trebuie si joace rolul elementului /. Similar, se poate arita ci
existd formule care pun in corespondenta elementele 2, 3, 4, ... din N cu elemente
d>, ds, d,... din DMi, agadar ca N< DY ceea ce contrazice ipoteza cd M;<M,.

Ceea ce exemplul de mai sus ne aratd este ca in constructia unei susbstructuri
elementare M, a unei structuri M, trebuie si includem in domeniul DY2 toti
martorii formulelor existentiale din M;, adica toate elementele din DM care fac

adevarate formulele existentiale ce descriu structura A;. lar aceasta idee este

nucleul demonstratiei teoremei descendente Lowenheim-Skolem.
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Teorema 4.4: Teorema descendenta Léwenheim-Skolem: Sa presupunem cd o
este o signaturd care contine o multime cel mult numarabila de simboluri si M este

0 o-structurd. Atunci M are o substructura elementard numarabila.

Demonstratia nu este foarte complicatd dar este laborioasa si presupune in esenta sa
consideram o submultime cel mult numarabild a domeniului structurii M pe care sa
o inchidem sub formulele cuantificate existential (si, evident, sub functii in masura
in care avem simboluri functionale in ¢). Aceasta inchidere se realizeaza progresiv,
construind domenii din ce In ce mai mari, pentru ca in final sd obtinem o

substructurad elementara numarabila a structurii M.

Teorema 4.5: Teorema ascendenta Lowenheim-Skolem: Daca ¢ este o signatura

care contine o multime cel mult numarabila de simboluri, M este o o-structura si k&

un cardinal, atunci M are o extensie elementara M astfel incat M’ >k.

Vom incheia aceasta sectiune prin a reaminti un rezultat de caracterizare
model-teoreticd a logicii de ordinul I obtinut In 1969 de catre Per Lindstrom.
Rezultatul este incapsulat in teorema lui Lindstrom care afirma, Intr-un limbaj mai
putin riguros, ca logica de ordinul I este singura logicd maximala care satisface
proprietatea descendenta Lowenheim-Skolem si proprietatea de compactitate. Drept
consecintd, putem spune, cu acelasi amendament asupra limbajului folosit, ca orice
extensie a logicii de ordinul I trebuie sa distingd intre diferite cardinalitati infinite
ale modelelor acestor logici in sensul in care anumite formule sunt satisfacute in

modele de o anumitd cardinalitate dar nu in modele de orice cardinalitate.
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